Cviceni — Komplexni analyza 2026 /2027
Cviceni 5
Uloha 1. Rozviiite funkci f(2) do mocninné Fady se stiedem v zy a urcete parametry jejiho kruhu kon-
vergence.

(a) £(2) = hegs. 20 = —4
(b) £(z) = (=~ 215, 2 =2

Uloha 2. Laurentova rada -

Z an(z +4)"
n—=-—oo
md vnitini polomeér konvergence r = 3 a vnéjsi R = 9. Konverguje v bodé z = —67

Uloha 3. Rozviiite funkci
1

I&) = G 9= 1 2.~ 152
do Laurentovy Tady na mazximdlnim prstencovém okoli bodu zy = 3 a urcete jeho parametry.

Uloha 4. Klasifikujte typ izolované singularity funkce f(z) v bod¢ zg, je-li

(a) zo=1 a

f(Z)Z(Z% +Z (n+3)(z—)*"*7, z € P(i);
() zo=1a |
f(z):ﬁ, 2 P(1).

n—1
[Mohl by se hodit zndmy rozvoj Inz =3 77 | (712 (z—1)" pro |z —1] < 1]

Uloha 5. Urcete koeficient o € C a exponent k € 7 tak, aby funkce

@ 7 X (z—1
f(z):(z_l)k+3(z_1)2+nz_:l( 3n) , z€ P(1),

méla v bodé 1 jednoduchy pol.

Uloha 6. Klasifikujte viechny izolované singularity funkce f(z), kde
(a) f(2) = Sagtesr

(e*—1)(1—cos z)*

(b) fz) = B
() 1) = e
(4) f(2) = t5mrsy
Pro nudici se
Uloha 7. Rowviiite funkci f(2) = Z(QZ:ZD; do mocninné Tady se stiedem v —1 a urcete parametry jejiho
kruhu konvergence.
Uloha 8. Rozvirite funkci f(z) = m do Laurentovy fady na mezikruzi P(0;1;2).

Uloha 9. O funkci f(z) vime, Ze md v bodé¢ i pél ¥ddu 1. Ddle o ni vime, Ze spliuje (z — z) ( )| 2=i = 5i
a (z—1)f(2)|.=0 = —3. Klasifikujte typ izolované singularity funkce g(z) = f(z) +3+ 2% — ﬁ, z € P(i),
v bodé€ i.



Mocninné fady

Pfipomenuti.

o Zndmé soucty/rozvoje, které bychom méli bezpecné zndt:

* (geometrickd Fada:) >0 (2" = = pro |z| < 1;
* (rozvoj exponencidly:) e* =3 %T,L pro libovolné z € C.

e Jednoduché parcidlni zlomky (tj. s linedrnim polynomem ve jmenovateli) rozvijime pomoci znd-
mého souctu geometrické rady.
e Sprdavny stfed si vyrobime pfepsinim z = (z — zo) + 20-

o Parcidlni zlomky odpovidajici vyssi ndsobnosti kotene prevedeme na jednoduché, které wmim roz-
vinout, pomoci integrovani. Ndsledné derivujeme, abychom ziskali poZadovany rozvoj.

Laurentovy fady

PFipomenuti.
e Laurentova fada je fada tvaru
oo
Z an(z — 20)",
n=-—oo
kde {an}S° _ . je dand &iselnd posloupnost (tzv. koeficienty Laurentovy Fady), z je proménnd
a zo je pevné dané ¢islo (tzv. stfed Laurentovy Fady).

e Na rozdil od mocninnych Fad Laurentova Fada miZe obsahovat i zdporné mocniny (z — 20).

o Laurentovy Tady konverguji na mezikruZich.
* P(z0;7; R), kde zo je stied, r je vnitini polomér a R je vnéjsi polomér.

0=r<R< > 0<r<R< 0<r<R=o0o0
prstencové okoli zg € C yskuteéné mezikruzi® tzv. okoli co (zde zg = 0)

o Pfi rozvoji raciondlni funkce do Laurentovy fady na prstencovém okoli bodu zy € C postupujeme
stejné jako u mocninngch Fad.

Klasifikace izolovanych singularit (pomoci Laurentova rozvoje)

Piipomenuti.

o Necht f(z) = > 0" an(z — 20)" je Laurentiv rozvoj funkce f na prstencovém okoli izolované

singularity zo € C. RozlisSujeme tii typy izolovaniyjch singularit.
(1) Pokud a,, =0 pro kazdé n < 0, pak 2y je odstranitelna singularita.

*x f(2) =ao+ai(z — z0) + as(z — 20)? + -+ na prstencovém okoli z
(2) Pokud a_j # 0 pro néjaké k € N a a,, = 0 pro kaZdé n < —k, pak zy je pol Fadu k.
* f(2) = =%+ + gy H a0 + a1(z — 20) + -+ na prstencovém okoli zo, kde
a_f 7é 0

(8) Pokud a,, # 0 pro nekonecné mnoho n < 0, pak z; je podstatna singularita.

o Mdme-li k dispozici Laurentiv rozvoj (na spravném prstencovém okoli!), vycteme typ izolované
singularity z rozvoje.

o Pokud ne, casto se hodi ndsledujici pravidlo. UvaZme funkci [ = {, pFicemz g md v bodé 2o € C
koren ndsobnosti k € Ng a h md v bodé zg koren ndsobnosti | € N. Potom f md v zg:
* odstranitelnou singularitu, pokud k > [;
* pol fddu | — k, pokud k < 1.
o Funkce f # 0, kterd je holomorfni na okoli zy € C, md v zy kofen nasobnosti k € Ny, pokud
fz0)=F(z0) = =% D) =0 a  [P(z)#£0.
x Polynom (z — 20)*, k € N, md v bod¢ zy koren ndsobnosti k.

.

o Md-li funkce f v bodé zy € C kofen ndsobnosti k a g ndsobnosti I, potom funkce f(z)g(z) md
v bodé zg koTen ndsobnosti k + 1.



Uloha 1:

Uloha 2:
Uloha 3:
Uloha 4:

Uloha 5:
Uloha 6:

Uloha 7

Uloha 8:
Uloha 9:

Vysledky
) f(z) =302, GHrnn —+41)(z +4)"2 pro |z + 4| < 2 (tj. R=2)
) f(z)=€53 02 03n(zn'2) pro kazdé z € C (tj. R = o0)
Ne.
(

(a

(b

fz)=3>0, 8"+1 fnn—1)(z—3)"8pro0 < |z —3| <8 (tj. r=0a R =28)

(a) Odstranitelné singularita.

(b) Pol fadu 3.

k=2,a= %

(a) Izolované singularity jsou body 0 a 7. Bod 0 je pol fadu 2. Bod 7 je pol fadu 1.

(b) Jedina izolovana singularita je bod 0. Bod 0 je pol fadu 2.

(c) Izolované singularity jsou body 2km pro k € Z. Body 2km pro k # 0 jsou odstranitelné
singularity. Bod 0 je pdl fadu 4.

(d) Izolované singularity jsou body & + 2k7 pro k € Z. Body § + 2k pro k # 0 jsou poly

fadu 2. Bod 7 je pol fadu 3.

P n+5 .
f(2)= =13 (1) (z 4+ 1rts = Ly R o |2+ 1] < 1 (8. R=1)

_yn
f) =430 A -1y EDn pro 1 < 2] < 2
Odstranitelna singularita.




