
1. semestrálńı test (varianta A)

Identifikačńı č́ıslo: 1 Jméno: ............................................................

Čas: 25 minut · Nutné minimum: 6 bod̊u · Pomůcky: pouze psaćı potřeby

Odpovědi zd̊uvodněte!

Úloha 1 (2 body)

Nalezněte reálnou a imaginárńı část č́ısla c = 1+i
1+i7

.

Úloha 2 (2 body)

Nalezněte všechna řešeńı rovnice ez+1 = i.

Úloha 3 (3 body)

Z definice vypočtěte křivkový integrál∫
C

z3 − 3z dz,

kde C je p̊ulkružnice {z ∈ C | |z| = 1,Re z ≥ 0} s počátečńım bodem −i a koncovým bo-
dem i.

Úloha 4 (3 body)

Nalezněte rozvoj funkce f(z) = 1
z2

do mocninné řady na co největš́ım okoĺı bodu 1− i a
určete poloměr tohoto okoĺı.



1. semestrálńı test (varianta B)

Identifikačńı č́ıslo: 1 Jméno: ............................................................

Čas: 25 minut · Nutné minimum: 6 bod̊u · Pomůcky: pouze psaćı potřeby

Odpovědi zd̊uvodněte!

Úloha 1 (2 body)

Nalezněte goniometrický tvar komplexńıho č́ısla c = sin i.

Úloha 2 (2 body)

At’ f(z) je součtem řady
∑+∞

n=0
2n

n+1
(z − 1)n na nějakém U(1). Nalezněte koeficient a2

v rozvoji (z − 1)f ′(z) do mocninné řady se středem 1.

Úloha 3 (3 body)

Rozhodněte, zda je funkce f(z) = Im z
1−iRe z

diferencovatelná v bodě z = i.

Úloha 4 (3 body)

Nalezněte rozvoj funkce f(z) = 1
z2+2z

do Laurentovy řady na co největš́ım okoĺı nekonečna
a toto okoĺı určete.



2. semestrálńı test (varianta A)

Identifikačńı č́ıslo: 1 Jméno: ............................................................

Čas: 25 minut · Nutné minimum: 6 bod̊u · Pomůcky: pouze psaćı potřeby

Odpovědi zd̊uvodněte!

Úloha 1 (2 body)

Určete typ izolované singularity funkce f(z) = 1+cos(πz)
(z−1)3 v bodě 1.

Úloha 2 (2 body)

Vı́me, že F (z) = z2+z
(z−1)3 je Z-transformace posloupnosti (an)+∞n=0 = (n2)+∞n=0. Určete Z [an+1] (z).

Úloha 3 (3 body)

Vypočtěte ∫ +∞

−∞

e−ix

x2 − 4x+ 5
dx.

Úloha 4 (3 body)

Nalezněte Laplace̊uv vzor f(t) funkce

F (s) =
1

s3 − s
.



2. semestrálńı test (varianta B)

Identifikačńı č́ıslo: 1 Jméno: ............................................................

Čas: 25 minut · Nutné minimum: 6 bod̊u · Pomůcky: pouze psaćı potřeby

Odpovědi zd̊uvodněte!

Úloha 1 (2 body)

Vypočtěte reziduum funkce f(z) = sin z
z3+2z2

v bodě 0.

Úloha 2 (2 body)

Nalezněte Laplaceovu transformaci F (s) funkce f(t) = et (1(t)− 1(t− 1)).

Úloha 3 (3 body)

Vypočtěte ∫
C

cos(πz)

z3 + z2 − 2z
dz,

kde C je kladně orientovaná kružnice o rovnici |z − 1| = 2.

Úloha 4 (3 body)

Je dána posloupnost (an)+∞n=0, kde

an =

{
0, jestliže n je sudé;

2n, jestliže n je liché.

Nalezněte Z-transformaci posloupnosti (an)+∞n=0.



Stručná řešeńı

1. semestrálńı test (varianta A)

Úloha 1

Protože

c =
1 + i

1− i
1 + i

1 + i
=

(1 + i)2

2
= i,

je Re c = 0 a Im c = 1.

Úloha 2

Rovnici můžeme ekvivalentně přepsat na ez+1 = ei
π
2 . Odtud z = −1 + iπ

2
+ 2kπi, kde

k ∈ Z.

Úloha 3

Parametrizace křivky C je např́ıklad ϕ(t) = eit, t ∈ [−π
2
, π
2
]. Tedy∫

C

z3 − 3z dz =

∫ π
2

−π
2

(
e3it − 3e−it

)
ieit dt = i

∫ π
2

−π
2

e4it − 3 dt = −3iπ.

Úloha 4

Protože

1

z
=

1

(z − 1 + i) + 1− i
=

1

1− i
1

1 + z−1+i
1−i

=
+∞∑
n=0

(−1)n

(1− i)n+1
(z − 1 + i)n

pro |z − 1 + i| <
√

2, je

1

z2
= −

(
1

z

)′
=

+∞∑
n=1

(−1)n+1n

(1− i)n+1
(z − 1 + i)n−1

pro |z − 1 + i| <
√

2.

1. semestrálńı test (varianta B)

Úloha 1

Protože c = e−1−e
2i

= e2−1
2e
i, je

c =
e2 − 1

2e
ei
π
2 .

Úloha 2

Derivováńım mocninné řady člen po členu dostaneme na U(1) rovnost

(z − 1)f ′(z) =
∞∑
n=1

2nn

n+ 1
(z − 1)n.

Tedy a2 = 8
3
.

Úloha 3

Reálná a imaginárńı část funkce f(z) jsou u(x, y) = y
1+x2

a v(x, y) = xy
1+x2

. Protože

∂u

∂y
(0, 1) = 1 6= −1 = −∂v

∂x
(0, 1),

neńı f(z) diferencovatelná v bodě z = i.



Úloha 4

f(z) =
1

z2
1

1 + 2
z

=
1

z2

+∞∑
n=0

(−2)n

zn
=

+∞∑
n=0

(−2)n

zn+2

pro |z| > 2.

2. semestrálńı test (varianta A)

Úloha 1

Protože (1 + cos(πz))|z=1 = (1 + cos(πz))′|z=1 = 0 a (1 + cos(πz))′′|z=1 = π2 6= 0, má
funkce f(z) v bodě 1 pól řádu 3− 2 = 1.

Úloha 2

Z [an+1] (z) = zZ [an] (z)− a0 =
z3 + z2

(z − 1)3
.

Úloha 3

Protože z2 − 4z + 5 = 0 právě tehdy, když z = 2± i, je∫ +∞

−∞

e−ix

x2 − 4x+ 5
dx = −2πi res2−i

e−iz

z2 − 4z + 5
=
π

e
e−2i.

Úloha 4

Funkce F (s) je holomorfńı na C \ {−1, 0, 1} a v bodech −1, 0, 1 má póly řádu 1. Odtud

f(t) = res−1 F (s)est + res0 F (s)est + res1 F (s)est =
e−t

2
− 1 +

et

2
.

2. semestrálńı test (varianta B)

Úloha 1

V bodě 0 má funkce f(z) pól řádu 1, a proto

res0 f(z) = lim
z→0

sin z

z2 + 2z
= lim

z→0

sin z

z

1

z + 2
=

1

2
.

Úloha 2

F (s) = L
[
et
]

(s)−L
[
et1(t− 1)

]
(s) =

1

s− 1
− e−sL

[
et+1

]
(s) =

1

s− 1
− e1−s

s− 1
.

Úloha 3

At’ f(z) = cos(πz)
z3+z2−2z . Funkce f(z) je holomorfńı na C \ {−2, 0, 1} a body −2, 0, 1 jsou póly

řádu jedna funkce f(z). Proto∫
C

f(z) dz = 2πi [res0 f(z) + res1 f(z)] = 2πi

(
−1

2
− 1

3

)
= −5

3
πi.

Úloha 4

Z [an] (z) =
+∞∑
n=0

22n+1

z2n+1
=

2

z

1

1− 4
z2

=
2z

z2 − 4
.


