Komplexni analyza a transformace
Pisemna c¢ast zkousky (XX.XX.XXXX)

Identifika¢ni c¢islo: 0

Uloha | 1. | 2. | 3. | 4. | 5. | 6. | 7. | &8 | 9. |10. | Celkem

Cas: 90 minut - Nutné minimum: 25 bodi - Maximum: 50 bodu

Pred zahajenim prace

e Vyplite citelné rubriku ,,Jméno*.

e Vysledek pisemné ¢ésti a dalsi informace k ndhledu a ptipadné tstni zkousce budou
dnes vecer zverejnény na Moodlu pod vasim identifika¢nim ¢islem.

e Béhem pisemné zkousky smite mit na lavici pouze zadani pisemky, psaci potieby,
prukaz totoznosti a papiry, které jste obdrzeli od vyuéujicich.

e Mobilni telefony, hodinky a dalsi elektronicka zatizeni dejte do batohu,
ktery poté zavrete.

e Nepiste obycejnou tuzkou ani ¢ervenou barvou, jinak pisemka nebude ptijata.
e Na konci kazdého pifkladu formulujte odpoved.

e Veskeré své odpovédi zduvodnéte.

Zavazné casové omezeni tykajici se terminu tstni zkousky vyznacte do nize
uvedené tabulky. Pokud v daném casovém useku nemiizete, vyznacte do od-
povidajiciho policka tabulky NE.

Ustni zkouska

Streda XX.XX. Ctvrtek XX.XX. Patek XX.XX.
dopoledne | odpoledne | dopoledne | odpoledne | dopoledne | odpoledne




Soupis vybranych vzorct

sin(z + w) = sin z cos w £ sin w cos z pro kazdé z,w € C.

cos(z £ w) = cos z cos w F sin z sinw pro kazdé z,w € C.

. 2n+1
sinz = Zfzo(—l)”m, z € C.

cosz = Zfzo(—l)"é:;!, z € C.

Inz=5%">, (_17)1"71 (z—=1)" pro |z — 1| < 1.
w?
Proa > 0je [e‘atz] (w) = /Te 4.

Pron € Ny je Z[t"] (s) = .

Pro a € C je £ [e"] (s) = .

Z [sint] (s) = ﬁ a £ [cost](s) = -
Proa € Cje Z[a"](2) = %.
Pro a € C je Z [sin(an)] (z) = % a Z [cos(an)] (z) =

z [n] (Z) = (Z_Z1)2-

2272 cos o

22—2zcosa+1"



Zadani A
Uloha 1 (8 bodi)

Naleznéte obraz f(M) mnoziny M = {z € C||z| < 2}, jestlize f je M&biova transformace

dana predpisem
1

2420

f(z) =

Uloha 2 (8 bodi)
Vypoctéte

Foo sin x
dx
Uloha 3 (8 bodi)

Af a, = 0 pro véechna n > 2, ap = 3 a a; = —4. Pomoci Z-transformace naleznéte fesen{
diferencni rovnice

Ynt1 + Zakyn—k =2(-1)"
k=0

vyhovujici pocateéni podmince yo = —1.

Uloha 4 (8 bodi)

Naleznéte Fourierovu transformaci funkce

f#)y =€ [1(t) = 1(t - 1)].
a pomoci ni stanovte Fourierovu radu funkce g(t), ktera je zizenim funkce f(¢) na interval

~1,1).

Uloha 5 (3 body)
Urcete 2—5(2, 3), kde v je imagindrni ¢ast funkce f spliujici f/(2 + 3i) = 4 — 5i.

Uloha 6 (3 body)

Naleznéte polomér konvergence mocninné rady

Z ;—nz%.

n=0

Uloha 7 (3 body)

1

Naleznéte rozvoj funkce f(z) = Ee) do Laurentovy tfady na co nejvétsim prstencovém

okoli bodu 0 a toto prstencové okoli urcete.

Uloha 8 (3 body)

Urcete Laplaceovu transformaci funkce f(¢) =1 (t — 7) cost.

Uloha 9 (3 body)

Fourierova transformace funkce f(t) je f(w). Naleznéte Fourierovu transformaci funkce

g(t) = f(1 —t)e™.
Uloha 10 (3 body)

Vektor y = (1,4,2,3) € C* m4 diskrétni Fourierovu transformaci ¢. Naleznéte gs.



Zadani B
Uloha 1 (8 bodil)

Je dana funkce
u(z,y) = —e ¥ sin(2y) + x(z* — 3y — 2).

Naleznéte funkei v(z, y) tak, aby f(z) = u(z,y)+iv(x,y) byla celistvd a f (z%) = —1—13.

Uloha 2 (8 bodil)

Naleznéte rozvoj funkce
3

f(z) = 24222 —2z—1)

do Laurentovy rady na P(0) a urcete mezikruzi konvergence této rady.

Uloha 3 (8 bodil)

Naleznéte Laplaceuv vzor f(t) funkce

1
-7+

F(s) =

Uloha 4 (8 bodi)
Fourierova transformace spojité funkce h € Ll(R) je
1
w? — 3w —2°

Pomoci Fourierovy transformace naleznéte reseni diferencidlni rovnice y” (¢) —4y(t) = h(t).

Uloha 5 (3 body)
Funkce f(z) méd na U(1) rozvoj do mocninné fady ve tvaru Y | ———(z —1)". Urcete
£(1).
Uloha 6 (3 body)
1

Naleznéte nejvétsi mezikruzi se stredem 1, na kterém existuje rozvoj funkce f(z) = P
do Laurentovy tady a které obsahuje bod 3.

Uloha 7 (3 body)

Vime, ze funkce f(z) je holomorfni na C\ {—2,0,1} a res_5 f(z) = 1, resy f(2) = 2,
resy f(z) = 3. Urcete [, f(z)dz, kde C' = {z € C||z — 1| = 2} je zdporné orientovan.

Uloha 8 (3 body)

n\
Naleznéte Z-transformaci posloupnosti (%)

n=0

Uloha 9 (3 body)
Naleznéte Laplaceovu transformaci Y (s) feseni rovnice y”(t) —y/(t) = sint, které vyhovuje
pocatetnim podminkam y(0) =1 a ¢'(0) = 0.

Uloha 10 (3 body)

Je ddna funkce f(t) = 3, t € [—1,2). NapiSte integrdlni piedpis pro jeji Fourierovy
koeficienty ¢, (integraly nepocitejte) a pomoci symbolu ¢, zapiste jeji Fourierovu radu.



Zadani C
Uloha 1 (8 bodi)

Je ddna Mobiova transformace )
fo) =2
z+a’

kde o € C\ {—2i}. Stanovte « tak, aby existovala kruznice K se stfedem v bodé —i
takovd, ze f(K) = {z € C||z — 1] = 1}. Déle urcete polomér kruznice K.

Uloha 2 (8 bodil)

Klasifikujte vSechny izolované singularity funkce

22 —2—2

f(2)

" 1—cos (r2)

Uloha 3 (8 bodi)

Z-transformace posloupnosti (a,)5, € Zy je

Urcete posloupnost (a,)5% .

Uloha 4 (8 bodil)

Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte reseni rovnice
y'(t) + 3/ (t) = 6y(t) = e [1(t) — 1(t — 2)]
vyhovujici pocateénim podminkdm y(0) =1 a y/(0) = 2.

Uloha 5 (3 body)

Rozhodnéte, zda je funkce f(z) = z* je diferencovatelnd v bodé 0.

Uloha 6 (3 body)

At C je kladné orientovana kruznice o rovnici |z — 1] = 2. O funkci f(2) vime, ze je
holomorfni na €\ {0}, v 0 ma pél fadu 1 a resq f(z) = 2. Urcete [, zf(z)dz.

Uloha 7 (3 body)

Naleznéte hlavni ¢ast Laurentovy rady funkce f(z) =

62_622

na P(0) a urcete resy f(z).

24

Uloha 8 (3 body)

Funkce A(z) je Z-transformace posloupnosti (a,),,, o které vime, ze a, = n pro n €

{0,1,2,3}. Naleznéte Z-transformaci posloupnosti (4"a,42),— .

Uloha 9 (3 body)
Stanovte Laplaceovu transformaci periodické funkce f € Lg s periodou 2 takové, ze f(t) =
t prot € [0,2).

Uloha 10 (3 body)

Vektor € C* m4 diskrétni Fourierovu transformaci & = (2 + 1,0, 0,2). Pomoc{ Parseva-
lovy rovnosti urcete ||x||.



Zadani D
Uloha 1 (8 bodil)

Naleznéte soucet mocninné rady

[e.9]

>
n!(n +2)

n=0

na kruhu konvergence a tento kruh urcete.

Uloha 2 (8 bodil)

+00 _
/ r—1 Qo
oo T34
Uloha 3 (8 bodi)

Pomoci Z-transformace naleznéte feseni diferenc¢ni rovnice

CoS (%)

2n

Vypoctéte

Ynt1 T Yn =
vyhovujici pocateéni podmince yy = 1.

Uloha 4 (8 bodi)

Naleznéte Laplaceovu transformaci funkce

£(t) = {Cost, t e [0,m);

—e T t> .

Uloha 5 (3 body)

Rozhodnéte, zda imagindrn{ ¢4st funkce f(z) = e* je harmonicka na R?.

Uloha 6 (3 body)

Urcete ndsobnost kofene a = 1 funkce f(z) = 2° — 24 — 23 + 22 — 1.

Uloha 7 (3 body)
(=2)

Funkce f(z) ma na P(0) rozvoj do Laurentovy fady ve tvaru )~ *=z'"?". Urcete typ
izolované singularity funkce f v bodé 0 a naleznéte resy f(2).

Uloha 8 (3 body)
Je dana posloupnost (a,) ~,, kde ag = 1, a; = 2 a a, = 0 pro n > 2. Naleznéte posloup-

nost (bp)p—g = (an)po * (an)pep-

Uloha 9 (3 body)
Funkce f € LY(R), kde f(t) = 0 pro t < 0, m& Laplaceovu transformaci F(s) s—1

— GHR
Urcete Fourierovu transformaci funkce f.

Uloha 10 (3 body)

Funkce f(t) z L' € R mé Fourierovu transformaci f(w). Naleznéte Fourierovu transfor-
maci funkce g(t) = tf(t + 3).



Reseni — zadani A
Uloha 1
At C = OM. Protoze —2i € C, je f(C) ptimka spolu s nekonecnem. Ziejmé

%

!

oo%

wlN

Tedy f(C) = {z € C|Imz = —1} U {oo}. Protoze f(0) = —1, je

F(M) = {z € (C‘Imz < —i} U {oo).

Uloha 2
At f(2) = m Funkce f(z) md jediné izolované singularity v bodech +2i a 1. Proto
+o0 o2 ol
- f(z)da = 2miresy; f(z) +imres; f(z) = Wm + Zﬂg
= g (—% +icosl —sml)
Odud oo sin oo ™ 1
S Ty dz =Im . f(z)dz = 3 (—g—i-cosl) :
Uloha 3
Aplikaci Z-transformace na zadanou diferen¢ni rovnici dostaneme
4 2z
zY(2)+ 1] + (3—;) Y(2)= 1
Odtud Y (z) = m Proto
Y =15 1 Y (2)2" ! res 4 YV (2)2" ! = (=1)" +3(_4)n+1
pron > 0.

Uloha 4
Z definice Fourierovy transformace dostaneme

. 1 ) el—iw -1
flw) = /0 =) qt = T
Pro kazdé n € Z mame
le'=m™ —1 (=1)"e—1
2 1—imn 2(1 —imn)

Cn =

flan) =

Fourierova fada funkce g(t) proto je

+o00

(_1)716 -1 imnt
Z 2(1 —imn) <

n=—0oo



Uloha 5
Protoze f(2+3i) = %(2’ 3) +i52(2,3), dostaneme z Cauchy-Riemannovych podminek,
Yu -

ze 5 2v(2,3) = 94(2,3) = 4.
Uloha 6
Protoze lirf v |”9zj”| = % < 1 praveé tehdy, kdyz |z| < 3, je polomér konvergence
n—-+0oo

R=3.

Uloha 7

Vyuzitim znalosti souctu geometrické rady dostaneme

+oo
) DeED Dy
n=0

pro 0 < |z| < 1.

Uloha 8
Zf)](s) =e ™ L [cos(t +m)] (s) = —e "L [cost] (s) = —

Uloha 9
Gw)=FfA-t](w-1)=F[f1l+1)](1-w) =f1-w).

Uloha 10

Po dosazeni do definice diskrétni Fourierovy transformace méame

= yemM=1-i+2-3=—



Reseni — zadani B
Uloha 1

Cauchyovy-Riemannovy podminky vedou na

9]

a—Z = —2¢ ¥ sin(—2y) + 32% — 3y* — 2,
o _ 2e %" cos(—2y) + 6z

or 4 Y

Integraci druhé podminky dostaneme
v(x,y) = —e 2" cos(2y) + 32y + C(y).

Dosazenim do prvni podminky obdrzime C’(y) = —3y? — 2. Tedy C(y) = —¢y* — 2y + K,
kde K € R. Protoze f (iF) = —1 —i5, je

5-r05)-0()-F-5+x

Odtud K = g, a proto

v(x,y) = —e 2" cos(2y) + 32y — y* — 2y + Ve

Uloha 2

3 1 1 1
TR Y R (?—T)
1 I oo —+00
— ; (— Z S Z(_l)n2n+1zn) _ Z [_1 + (_2)n+1} Zn74

pro 0 < |z| < 1.

Uloha 3

Protoze 1 + e=* = 0 prave tehdy, kdyz s = im(2k + 1), je funkce F'(s) holomorfni na
C\ ({1} u{ir(2k+1)|k € Z}). V bodé 1 ma funkce F(s) pdl fadu 2 a v bodech z, =
in(2k + 1), k € Z, m4 poly fadu 1 (nebot (1 +e7*)|s=., =1 # 0 a (s — 1)?|s=., # 0).
Protoze

tel ott1
F st __
res; F'(s)e o + e
i (2k+ 1)t
st

res;, F(s)e” = [im(2k +1) — 1]*

je
tet eltl eiw(Qk-‘rl)t

= + - .
I+et  (1+4e)? % lim(2k +1) — 1)°

f(t)

Uloha 4



Aplikaci Fourierovy transformace na zadanou rovnici dostaneme —w?gj(w) — 4g(w) =
L Odtud

w?—3iw—2"
. 1 1

W) = T —sw—0) @t —2Pw=1

Proto pro t > 0 je

1 [t , , .
y(t) = %/ J(w)e™ dw = i [res; §(w)e™ + resy; §(w)e™"]
e 5
3 4 16
aprot <0 je
1 +o0 ] ) 62t
y(t) = gy /_OO §(w)e™ dw = —ires_g; §(w)e™" = B
Uloha 5
Ze souvislosti derivace funkce f a koeficientti mocninné fady obdrzime
1 3
f/”(l) — 6— ——

n?—n+2|_, 4

Uloha 6
Protoze mezikruzi musi obsahovat bod 3 a na mezikruzi musi byt funkce f holomorfni,
nemuze byt vnitini polomér mensi nez |1 — 0| = 1 a vnéjsi polomér nemuze byt vétsi nez

|1 — 3i| = v/10. Hledané mezikruzi proto je P(1;1;/10).
Uloha 7
Uvnitt kiivky C' lezi body 0 a 1, zatimco bod —2 lezi vné. Z Reziduové véty plyne, ze
/ f(2)dz = —2mi(resy f(z) +res; f(z)) = —10mi.
c

I'Jl(iloa 8
o[- () -

Uloha 9
Aplikaci Laplaceovy transformace na zadanou rovnici dostaneme

s?Y (s) — sy(0) — ¢/'(0) — sY (s) + y(0) =

s2+1
Dosazenim pocéatecnich podminek a vyjadienim obrazu feseni obdrzime
1 1
Y(s) = + -
(5) (s2+1)(s2—s) s
Uloha 10
Fourierova fada funkce f(t) je
R 2mint
D e

kde



Reseni — zadani C
Uloha 1

oo%l

e o
o~ %0
Protoze —a a 0o jsou vzajemné inverzni body vzhledem ke kruznici K, je a = i. Polomér
kruznice K je
R=|f"40) = (=i)| = |2i +i| = 3.
Uloha 2
Oznaéme g(z) = 1 — cos(mz). Z definice funkce kosinus (v komplexnim oboru) okamzité
plyne, ze g(z) = 0 pravé tehdy, kdyz €™ + e~ = 2. Tedy g(z) = 0 prave tehdy, kdyz
0= €2i7rz o 2€i7rz +1= (eiﬂz _ 1)2 ]

Odtud vidime, ze g(z) = 0 prave tehdy, kdyz z = 2k pro néjaké k € Z. Protoze ¢'(2k) =0
a ¢"(2k) = 7? # 0 pro kazdé k € Z, je 2k kofen nasobnosti 2 funkce g(z). Dale funkce
2> — 2z — 2 mé v bodech —1 a 2 kofeny ndsobnosti 1. Proto 2 je pél fddu 1 funkce f(z) a
pro kazdé k € Z \ {1} je bod 2k pdl fadu 2 funkce f(z).

Uloha 3

Protoze

1 1 1 X (=3 1
:E:( )

pro |z| > 3 a

pro |z| > 3, je

pro |z| > 3. Odtud

Uloha 4

Aplikaci Laplaceovy transformace na zadanou rovnici dostaneme

s2Y(s) —s—2+sY(s) =1 —6Y(s) = ! e
542 542
Odtud
1 1 e~tem2

Y(s) =

G+2(513)(5-2) 5-2 (+2)13)(-2)



Ozna¢me G(s) = m Laplaceuv vzor funkce G(z) je

1 1
g(t) =res_3 G(s)e™ +res_o G(s)e™ + resy G(s)e™ = ge’St — Z—lefzt + 20

5 1 20 5 1 20
pro t > 0.
Uloha 5
Funkce f(z) mé redlnou ¢ast u(z,y) = 22 — y? a imagindrni ¢ést v(z,y) = —2zy. Protoze

u,v jsou ti{dy C! a jsou splnény Cauchy-Riemannovy podminky v bodé (0, 0) (%(O, 0) =
0= g—z(O, 0) a g—Z(O, 0) = 0= —22(0,0)), je funkce f(z) diferencovatelnd v bodeé 0.

Uloha 6

Protoze 0 lezi uvnitt kiivky C' a zf(z) ma v 0 odstranitelnou singularitu, je

/ 2f(z)dz = 2miresy zf(2) = 0.
c

Uloha 7
Ze zndmého rozvoje exponencidln{ funkce mame f(z) = 3% =227 pro z € C\ {0}
Hlavni ¢ast Laurentovy tady proto je
o3 7
23 222 62
Odtud resp f(z) = —1.
Uloha 8
" z 22 2 4ay 22 zy 4
Z Wanpa] (2) = Zlansal () = 15 {A (3) - 7} =16 {A (1)~ ;} '
Uloha 9
Lt—11t—-2)](s) H—e2ZLt+2](s) 1—e? -2 %
g t - =5 =
] (s) e " ey
Uloha 10

Protoze ||| = v5+4 =3, je
el = Lz =2
z|| == |z| = =.
2 2



ReSeni — zadani D

Uloha 1
Protoze
=1 =1
/ o —oon+l o z
f(z)—zn!z —zzn!z = ze”,
n=0 n=0
pro z € C, je

f(z):/zezdzzzez—/ezdz:zez—ez—l—K,

kde K € C, pro z € C. Dosazenim z = 0 do zadané fady dostaneme 0 = f(0) = -1+ K,
a proto K = 1. Tedy
fz)=(z—=1)e"+1

pro z € C (tj. hledany polomér konvergence je R = 400).

Uloha 2

Komplexni ¢fslo z je feSeni rovnice 2% + 1 = 0 pravé tehdy, kdyz z = ei%+2k3m, kde
k =0,1,2. Proto funkce f(z) = %=X je holomorfni na C \ {ei%, —1, e’%ﬂ}. Tedy

z23+1
+oo . _ —
/_Oo e i f(e) o dmives,g f(2) —im | w2
2ir 22—z 2ir . €% —eid
= —— 4+ 2im —— = —2iT——
3 323 | _.3 3 s
i ) o—iFHIT _ ik 2im Y e's s
o S I VO S
3 3 k ’
2 2 cos (E)
_ _ = 2' —3 p— O
5+ 2in——
Uloha 3

Aplikaci Z-transformace na zadanou rovnici obdrzime

2lY(2)=14+Y(2) =& [cos (@ﬂ (22) 452

2 A4l
Proto )
z z
Y(2) = + .
(2) z+1 0 (224 (z+1)
Af A(z) = ——2—— Potom pro n > 0 je

(z2+%)(z+1)

Yn = (=1)" +res_y A(2)2" ! Hress A(2)2" 7 res_s A(2)2"

e 4(_1)”4—1 Z’n—i—l (—i)n+1
B N T G VA T SRy

(=" i _ =y 1 il
=5 t2Re ol (i—1)| 5 5 geite 2=

Uloha 4



F(s) =% [(cost)(1 = 1(t — 7)) — e_(t_”)l(t_“)] (s)

= e L [cos(t + )] (s) — e L [e7] (s)

241
s 1 s(l+e ™) e ™
-2 TS ¢p t _—T7s — . .
e N TS
Uloha 5
Funkce f(z) m4 imaginarni ¢ast v(x,y) = —e”siny, kterd je tiidy C?. Protoze Av(z,y) =

—e%siny + e®siny = 0 na R?, je v(x,y) harmonickd na R2.

Uloha 6
Snadno nalezneme, ze f'(1) = 521 =423 — 322+ 2|,y =0 a f"(1) = 2023 — 1222 — 62|, =
2 # 0. Tedy kotfen a ma nasobnost 2.

Uloha 7
Protoze hlavni ¢ast Laurentovy fady ma nekoneé¢né mnoho nenulovych ¢lenu, jednd se o
podstatnou singularitu. Navic resy f(z) = —2.

Uloha 8

Ziejmé ff[bn](z):(l—l—g)zzl—i—%—k;%. Proto by = 1, by = 4, by = 4 a b, = 0 pro
k> 3.

Uloha 9
R w—1
= Flivw) = ——.
Uloha 10

0) = Z 7+ 3] (@) = 2P [+ 8)] () = 1 [ ()]

W



