Komplexni analyza a transformace
Uvod

Martin Bohata

Katedvra matematiky
FEL CVUT v Praze
martin.bohata®©fel.cvut.cz

Martin Bohata Komplexni analyza a transformace

Uvod

1/22



Z3akladni informace

Stranky pfedmétu:
https://moodle.fel.cvut.cz/courses/B3B01KAT1

Obsah kurzu:
@ Komplexni analyza
@ Z-transformace
© Laplaceova transformace

© Fourierovy ¥ady a Fourierova transformace
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https://moodle.fel.cvut.cz/courses/B3B01KAT1

Kde Ize potkat témata probirana v kurzu?

(]

Matematika (vypotty integrali, diferencidlni rovnice, harmonicka
analyza, stochastické procesy,.. .)

Fyzika (optika, kvantovd teorie, statisticka fyzika,. .. )
Teorie obvodi
Teorie signald

Zpracovani obrazu

Teorie Fizeni
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Motivace — FeSeni algebraickych rovnic

UvaZme rovnici
22 +1=0.

@ Tato rovnice nemd ¥eSeni v oboru redlnych &isel!
@ Lze rozsifit redlna Cisla tak, aby FeSeni existovalo?
@ Pokud ano, jak vypada &islo x spliiujici 22 = —17

o Jak je definovano nasobeni v tomto rozsiteni realnych &isel?
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Komplexni ¢isla

Definice (mnoZina komplexnich tisel)

Mnozinou komplexnich &isel rozumime mnoZinu R? = {(z,y) | z,y € R}

vybavenou operacemi
Q stitani: (z1,91) + (v2,y2) = (1 + T2, Y1 + Y2);

@ nidsobeni: (z1,y1)(x2,y2) = (x122 — Y12, T1Y2 + T2Y1).
MnoZinu komplexnich ¢&isel znaéime symbolem C.

Snadno ukdzeme, Ze pro viechna zi, 2o, z3 € C plati:
@ 2129 = 2921,
o (z129)z3 = 21(2223);

-} 21(22 + 23) = 2129 + 2123.
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Algebraicky tvar komplexniho ¢isla

o (z1,0) + (z2,0) = (1 + x2,0) a (x1,0)(x2,0) = (x122,0). Redlnd
Cisla chdpeme jako specidlni pfipad komplexnich &isel (ztotoznime
(x,0) € Cs z € R).

o (21,0)(z2,¥2) = (w122, 21Y2).

@ Prvek (0,1) se nazyvd imaginarni jednotka a oznaluje se symbolem
i. Plati

i? = (0,1)(0,1) = (~1,0).

e Protoze z = (x,y) = (x,0) + (0,1)(y,0), budeme psat
z =+ 1.

Terminologie a znadenti:

e z = x + 1y...algebraicky tvar komplexniho &isla z.
e z...redlna ¢ast komplexniho &isla z. Piseme Rez = .
e y...imaginarni ¢ast komplexniho &isla z. Piseme Im z = y.
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Geometricky vyznam s&itani

z+— z4w ...posun v roving o vektor w € C.
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Komplexni sdruzeni a absolutni hodnota

Definice (komplexni sdruZeni a absolutni hodnota)

Necht z = z + iy € C.

@ Komplexné sdruzenym &islem k &islu z nazveme &islo Z = = — iy.

@ Absolutni hodnotou (p¥ipadn& velikosti nebo modulem)
komplexniho &isla z rozumime &islo |z| = /2% + y2.

o 2z = |z|> > 0. Navic |z| = 0 pravé tehdy, kdy? z = 0.

e Jak vypadad inverzni prvek z7! = % k z v(¢i nasobeni?
o pro z =0 prvek z7! 6 C neexistuje;
eproz#0jez 1=

IZ\2

Odtud pro z # 0 dostaneme 7 = %
P¥iklad
At z=2+iaw=1-3i Potom [z —w| =117, Re¥ = -1 a
Im% =1

z 5"
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Vzdalenost dvou bodt

Vzdalenost bodl z a w je |z — w|.

Martin Bohata

Komplexni analyza a transformace

Uvod

9/22



Geometricky vyznam komplexniho sdruzenf

z + Z ...osova soumérnost (neboli zrcadleni) kolem redlné osy.

z=x+1y
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Zakladni vztahy

Tvrzeni (zakladni vztahy)

At z,w € C. Potom

Qo (5) = % kdykoli w # 0;
Q Rez= % almz= Z;f;
0 || = [z,

Q [zw| = [2|[w];

@ |Z] = {2, kdykoli w # 0.
Q |2+ w| < |z] + |w].

Diikaz: Domaci cviéeni.
@ Na C nenfi definovano usporadani!
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Goniometricky tvar komplexniho ¢&isla

@ Pro kazdé ¢ € R definujme
e 1= cos + isin .

@ Pro kazdé ¢ € R je |ew‘ = 1.

@ Necht z je nenulové komplexni &islo.

z
|| .
|z] sin ¢
|z| cos ¢
Z obrazku vidime, Ze
z = |z| €.
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Goniometricky tvar komplexniho ¢&isla

Pro kazdé z € C\ {0} zavadime nasledujici terminologii a zna&eni:
e z = |z| ... goniometricky tvar komplexniho &isla z.
@ ...argument komplexniho ¢&isla z.

o Argz = {p € R|z =|z]e¥*}... mnoZina viech argumentii
komplexniho ¢&isla z.

@ p € (Argz) N (—m, 7] se nazyvd hlavni hodnota argumentu
komplexniho &isla z a znadi se arg z.

Priklad

Je-li z=1—1i, pak [z = V2, Argz:{T”’W\’fEZ}aargz:—Z.J
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Argument komplexniho ¢isla

Tvrzeni (o hlavni hodnoté& argumentu)
Je-li z =z + iy € C\ {0}, potom

arctg ¥, Je-li x> 0;
re s — 5 —arctg %, Jje-liy > 0;
gz=4q"_ . o

—5 —arctg o, Jje-liy < 0;

m, Jje-liz <0ay=0.
Diikaz: Viz cviéeni. [ ]
Tvrzeni (o nasobeni komplexnich jednotek)
Pro kazdé ¢, € R je

Pt — ilety)

Diikaz: Viz prednaska. |
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Geometricky vyznam ndsobeni
Mg&jme dv& nenulova komplexni &isla w = |w| e a z = |z| ¢, Potom
wz = |wz| TV,

z +— wz ...oto€eni o Uhel argw a poté stejnolehlost se stfedem v po&atku
a koeficientem |w|.
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Moivreova véta

Definujeme:
e 20 =1 pro kazdé » € C;
° z‘":zin pro kazdé z € C\ {0} an e N.

Véta (Moivreova véta)

Pro kazdén € Z a ¢ € R plati

(ei“")n = ",

Diikaz: Viz prednaska. |
Priklad
UvaZme rovnici z* = —1. Z Moivreovy véty plyne, e mnoZina viech jejich

Feseni je

{ei(%%”) (k; - 0,1,2,3}.
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Rozsifena komplexni rovina

MnoZina Co, := CU {oo} se nazyva rozsitena komplexni rovina.
Definujeme:

@ z+4+ 00 =00+ 2z =00 pro kazdé z € C;

@ z-o00o=o00-2=00 pro kazdé z € C \ {0};

e = =0 pro kazdé 2z € C;

@ & = oo pro kazdé z € Cy \ {0}.

Nedefinujeme: 0o 4 00, 00 -0, 0- 00, 2 a 2
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Jak si geometricky predstavit C..?

@ Riemannova sféra ...sféra se stfedem v polatku a polomé&rem 1.
o Stereograficka projekce ...zobrazeni ( — z dle obrazku nize.
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Okoli bodu

Definice (okoli bodu)
Necht zg € C a € € (0, +00).

2]

MnoZinu U(zg,e) = {z € C||z — 20| < €} nazyvame okoli bodu zg
poloméru €.

MnoZinu P(zp,¢) = U(z0,€) \ {20} ={z € C|0 < |z — 20| < &}
nazyvame prstencové okoli zg poloméru e.

MnoZinu U(oo,e) = {z € C||z| > ¢} nazyvdme okoli bodu oo
poloméru .

Nebude-li nutné urdit konkrétni velikost okoli, pak budeme struénégji
psat jen U(zp), P(z0), U(0).
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Otevfené a uzaviené mnoziny

Definice (hranice, oteviena a uzaviena mnozina)
Necht M C C.

@ Rekneme, 7e M je otevienad, jestlize pro kazdé z € M existuje U(z)
tak, ze U(z) C M.

@ Bod z € C se nazyva hrani¢ni bod mnoZiny M, jestlize pro kazdé
U(z) jsou mnoziny U(z) "M a U(z) N (C\ M) neprazdné.

© Hranice 9 M mnoZiny M je mnoZina v8ech hrani¢nich bodd mnoZiny
M.

Q Iv?ekneme, Ze M je uzaviena, jestlize M = M U0 M.

Ptiklad
© 0 a C jsou soulasn& otev¥ené i uzavfené mnoZziny.
@ U(cx), U(z) a P(z), kde z € C, jsou otevfené mnoZziny.
@ {z€C\{0}|0<argz <} neni uzavfena ani oteviena.

v
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Posloupnosti komplexnich &isel

Definice (limita posloupnosti komplexnich &isel)

Rekneme, e L € Co je limita posloupnosti (zn)::;% komplexnich

tisel (pFipadng (z,,), > konverguje k L), jestlize pro kazdé U(L)
existuje N € N tak, Ze pro kazdé n > N je z, € U(L). Pigeme

lim z, = L (nebo z, — L pro n — +00).
n—+o00

Tvrzeni (charakterizace limit komplexnich posloupnosti)

At (2,)12% je posloupnost komplexnich &isel a L € C.
Q@ lim =z, = L pravé tehdy, kdyz hm Rez, =RelL a

n——+0o00
lim Imz, =ImL.
n——+00
@ lim 2z, = oo prdvé tehdy, kdyz hm |2n| = +o0.
n—+0o00

Dikaz: Viz ptednaska.
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Posloupnosti komplexnich &isel

@ Limita posloupnosti je uréena jednoznacné.

o Plati véta o aritmetice limit obdobné jako v redlném p¥ipadé.

Priklad
: 1+2n—in _ o _ .
° nll}—ir-loo n+l1 2-1

@ lim " neexistuje.
n—-+0o00
Q@ lim (—1)"n=occ.

n—+00
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