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Komplexni funkce

Definice (komplexni funkce)

Zobrazeni f : D C C — C se nazve komplexni funkce (komplexni
prom&nné).

ProtoZe hodnoty komplexni funkce lezi v C, miZzeme pro kazdé
z=ux+1y € C psat

f(2) = u(z,y) +iv(z,y),

kde u, v jsou realné funkce dvou redlnych proménnych.

Terminologie a znadenti:
@ u...redlna &ast funkce f. Piseme u = Re f.

@ v...imaginarni ¢ast funkce f. Piseme v = Im f.
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Komplexni funkce

Priklad

UvaZme funkci f(2) = 22.

4 st funkce f je u(z,y) = 2% — %

@ Redln

arni &ast funkee f je v(x,y) = 2xy.
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Limita

Definice (hromadny bod)

Bod w € C je hromadny bod mnoziny M C C, jestlize existuje
posloupnost bodi z, € M \ {w} tak, Ze z, — w pro n — +o0.

Definice (limita funkce vzhledem k mnozing)

At f:D CC — C aw je hromadny bod mnoZiny M C D. Rekneme, %e
L € Cy je limita f v bodé w vzhledem k M, jestliZe pro kazdou
posloupnost (z,),29 bodi v M \ {w} konvergujici k w je
e S ) = L
PSeme lim f(z) = L.
zeM

v

o lim f(z) = L pravé& tehdy, kdyz ke kazdému okoli U(L) existuje okolf
zeM
U(w) takové, ze f (M N (U(w) \ {w})) CU(L).
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Limita

o Misto lim f(z) = L piSeme gg%] f(z) =L (resp. lim f(z) = L), je-li
zeM V(z)
M =D (resp. M ={z € D|V(z)}, kde V(2) je vyrokova forma).
@ Pravidla pro zachazeni s limitami jsou obdobnd jako v redlném
pripad& (limita sou&tu, soutinu,...).

Priklad
@ Pro kazdé n € Ny a kazdé w € C je lgll 2" =w".
Z—w
© Pro kazdé n € N je lim 2" = o0.
Z—00

Q limz2—22+3i: —1 +.

zZ—1
Q lim: =

2—0 %
Q lim £ neexistuje

z—0 B
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Limita

Tvrzeni (vypocet limity po komponentach)

At f: D C C — C m4 redlnou &ist u a imagindrni &dst v, w = a +ib € C

(kde a,b € R) je hromadny bod mnoZiny M C D a L € C. Potom
zlg% f(z) = L prdvé tehdy, kdyZ
zeM

lim wu(x,y)=Rel a lim wv(x,y) =ImL.
(z,y)—(a,b) (.9) (z,y)—(a,b) (.9)
(zy)eM (z,y)eM

Diikaz: Viz prednaska.
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Spojitost

Definice (spojitost komplexni funkce)

Necht f: D CC — C aw € D. Rekneme, %e f je

spojita v bodé w, jestlize pro kaZdou posloupnost bodil 2z, € D
konvergujici k w plati lim f(z,) = f(w).
n——+o00

spojitda na mnoziné M C D, jestlize je spojitd v kazdém bodé&
ze M.

Jestlize bod w € D neni hromadnym bodem mnoZiny D (tj. je
izolovanym bodem mnoziny D), pak je f spojita v bod& w.
Jestlize bod w € D je hromadnym bodem mnoziny D, pak je f
spojitd v bod& w pravé tehdy, kdyz lgn f(z) = f(w).

zZ—w

Podobné jako v redlném pt¥ipad€ i zde plati tvrzeni o spojitosti soultu,
soudinu, ...
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Spojitost

Priklad
@ Konstantni funkce, 2" pron € N, Rez, Im z, Z a |z| jsou spojité
funkce na C.

Q f(z) =arg(z) je spojitd na 2 =C\{z€ C|Rez <0,Imz=0}.
Neni spojitd v Zddném bod& mnoziny {z € C|Rez < 0,Im z = 0}.

Re(arg(z) °
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Derivace

Definice (derivace komplexni funkce)
Necht f je komplexni funkce definovand na jistém okoli bodu w € C.

Komplexni &islo f/(w) se nazve derivaci funkce f v bod& w, jestlize

) — fn L2 H) = )

h—0 h

Misto f/(w) piseme také %(w). Existuje-li f'(w), pak ¥ikdme, Ze f je
diferencovatelnd v bodé w.

Vy&si derivace definujeme jako v redlné analyze rekurzivng:
o fO(w) = f(w).
o f(w) = (=Y (w) pron € N.
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Derivace

Tvrzeni (derivace a aritmetické operace)

Jsou-li f a g diferencovatelné v bodé& z, potom
Q (f+9)(2) =f(2)+4'(2)
Q@ (f9)'(2) = f'(2)g9(2) + f(2)g'(2);

 (

Dikaz: Vynechdvame. (Dikaz je stejny jako v redlném p¥ipadg.) |

! "(2)g(2)—f(2)g' (2 ..
) (2) = A )g([g)(Z£§ )9'(z), kdykoli je g(z) # 0.

Q[

Tvrzeni (derivace slozené funkce)

Je-li g diferencovatelnd v bodé& z a f diferencovatelnd v bodé g(z), pak

(f 29)'(2) = f'(9(2))g' (2)-

Dikaz: Vynechdvdme. (Dikaz je stejny jako v redlném p¥ipadé&.) |

v
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Derivace

Ptiklad
@ Jeli f(z) = K €C, pak f'(z) =0 pro kazdé z € C.
@ Jeli f(z) = 2", kde n € N, pak pro kazdé z € C je
f'(z) = nz""1.
Q Je-li f(2) = 2 = 27", kde n € N, pak pro kazdé z € C\ {0} je

n —(n
f/(Z) = _W = —Nnz ( +1).

Tvrzeni

JestliZe komplexni funkce je diferencovatelnd v bodé& z, pak je v z spojita.

Dikaz: Vynechavdme. (Dikaz je stejny jako v redlném p¥ipadé&.) |
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Cauchyovy-Riemannovy podminky

Véta (nutnd podminka diferencovatelnosti)

Necht komplexni funkce f je diferencovatelnd v bod& w = a + ib. Pak
u=Re f av=1Im f maji parcidIni derivace v bodé& (a,b) a spliiuji
v tomto bodé& tzv. Cauchyovy-Riemannovy podminky:

ou ov

%((% b) = @(a7 b),
ou ov
@) = —Zlab).

Navic plati, Ze
y ou 8
filw) = &U(a b) + 8x —(a,b).

v

Dikaz: Viz prednaska. |
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Cauchyovy-Riemannovy podminky

Priklad
Funkce f(z) = Rez je spojitd na C, ale neni diferencovatelnd v Zaddném
bodé z € C!

Véta (postalujici podminka diferencovatelnosti)

Necht w = a +ib a f je komplexni funkce s redlnou &dsti w a imagindrni
gasti v. Jestlize u a v maji spojité parcidlni derivace v bodé& (a,b) a spliiuji
Cauchyovy-Riemannovy podminky v tomto bodé&, pak f je
diferencovatelnd v bodé w.

Diikaz: Viz prednaska. |
Priklad

Funkce f(z) = |z|? je spojitd na C, ale je diferencovatelnd pouze v bod&
z = 0.
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Holomorfni funkce

Definice (holomorfni funkce)

@ Komplexni funkce f se nazve holomorfni na otevfené mnoZiné
Q) C C, jestlize je diferencovatelna v kaZzdém bodé z € ().

@ Funkce holomorfni na C se nazyva celistva.

Priklad
Q Funkce f(z) = 2", kde n € Ny, je celistvd funkce.
@ Funkee f(z) = 1 holomorfni funkce na C \ {0}.
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Holomorfni funkce

Definice (usetka)

Usetka s krajnimi body z, w € C je mnoZina

seg (z;w) ={Az+ (1 —XNw| A€ [0,1]}.

Definice (oblast)

Oteviend mnoZzina 2 C C se nazve oblast, jestlize kaZzdé dva body z (2 Ize
spojit lomenou &arou lezici v Q (tj. pro kazdé z,w € ) existuji body
Z1,...,2n €Qtak, Ze 21 =2, 2, =W a UZ;% seg (2k; 2k11))-

Tvrzeni (o nulovosti derivace)
Je-li f" =0 na oblasti Q) C C, pak f je konstantni na €.

v

Dikaz: Viz prednaska. |
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Harmonické funkce

Definice (harmonicka funkce)

Necht D C R? a Q C D je oblast. Rekneme, e funkce ® : D — R je
harmonicka na 2, jestlize ® ma spojité druhé parcidlni derivace na 2 a
A® =0 na Q.

Ptiklad
Je dana celistvd funkce f(z) = 22. Jeji redlnd &ast u(x,y) = 2% —y* a
imagindrni ¢ast v(z,y) = 22y jsou harmonické na R2.

Tvrzeni (souvislost holomorfnich a harmonickych funkci)

Necht f je holomorfni na oblasti 2 C C. Potom redlnd a imagindrni &dst
funkce f jsou harmonické funkce na ).

v

Diikaz: Viz prednaska. |
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Harmonické funkce

Definice (harmonicky sdruzena funkce)

Necht u je harmonicka funkce na oblasti 2 C R?. Funkci v nazveme
harmonicky sdruzenou k u, jestlize u 4 v je holomorfni funkce na €.

v

Priklad
Je déna funkce u(z,y) = 22 — 3% + =, (z,y) € R2.
@ Funkce u je harmonicka na R2.

@ Harmonicky sdruZend funkce v k funkci u na R? je tvaru
v(z,y) =22y +y+ K, kde K je libovolna redlnd konstanta.
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