
Komplexńı analýza a transformace
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FEL ČVUT v Praze

martin.bohata@fel.cvut.cz

Martin Bohata Komplexńı analýza a transformace Křivkový integrál 1 / 22



Komplexńı funkce reálné proměnné

At’ I ⊆ R je interval a ϕ : I → C.

At’ Reϕ : I → R a Imϕ : I → R maj́ı konečnou derivaci ve vniťrńım
bodě t intervalu I. Derivaci funkce ϕ v bodě t je komplexńı č́ıslo

ϕ′(t) := (Reϕ)′(t) + i(Imϕ)′(t).

Jednostranné derivace funkce ϕ v bodech intervalu I definujeme
analogicky.

Funkci ϕ′ : I → C definujeme v krajńıch bodech intervalu I
náležej́ıćıch do I pomoćı odpov́ıdaj́ıćıch jednostranných derivaćı.

At’ Reϕ : I → R a Imϕ : I → R jsou integrovatelné. Integrál
funkce ϕ p̌res interval I je komplexńı č́ıslo∫

I
ϕ(t) dt :=

∫
I
(Reϕ)(t) dt+ i

∫
I
(Imϕ)(t) dt.
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Komplexńı funkce reálné proměnné

Tvrzeńı

At’ t je vniťrńı bod intervalu I ⊆ R. Jestliže ϕ : I → C má derivaci (podle
reálné proměnné) v bodě t a f : D ⊆ C→ C má derivaci (podle
komplexńı proměnné) v bodě ϕ(t) ∈ D, pak f ◦ ϕ má derivaci (podle
reálné proměnné) v bodě t a plat́ı

(f ◦ ϕ)′ (t) = f ′(ϕ(t))ϕ′(t).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Analogické tvrzeńı plat́ı i pro jednostranné derivace.

Př́ıklad (
eit
)′

= ieit.
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Komplexńı funkce reálné proměnné

Tvrzeńı

At’ −∞ < a < b < +∞. Jestliže ϕ : [a, b]→ C je spojitá a existuj́ı body
p0, . . . , pn ∈ [a, b] tak, že a = p0 < p1 < · · · < pn = b a pro každé
k ∈ {1, . . . , n} je funkce ϕ′�[pk−1,pk] spojitá, pak∫ b

a
ϕ′(t) dt = ϕ(b)− ϕ(a).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad ∫ π

0
eit dt = 2i.
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Křivky

Definice (oblouk)

At’ −∞ < a < b < +∞. Množina C ⊆ C se nazve oblouk, jestliže existuje
funkce ϕ : [a, b]→ C tak, že

1 C = ϕ([a, b]);

2 jestliže ϕ(s) = ϕ(t) a s < t, pak s = a a t = b;

3 ϕ′ : [a, b]→ C je spojitá a ϕ′(t) 6= 0 pro každé t ∈ (a, b).

Zobrazeńı ϕ se nazývá parametrizace oblouku C.

Martin Bohata Komplexńı analýza a transformace Křivkový integrál 5 / 22



Křivky

Definice (ǩrivka)

At’ −∞ < a < b < +∞. Množina C ⊆ C se nazve ǩrivka, jestliže existuj́ı
body p0, . . . , pn ∈ [a, b] a spojitá funkce ϕ : [a, b]→ C tak, že

1 C = ϕ([a, b]);

2 a = p0 < p1 < · · · < pn = b;

3 pro každé k ∈ {1, . . . , n} je Ck = ϕ([pk−1, pk]) oblouk daný
parametrizaćı ϕ�[pk−1,pk];

4 je-li k 6= l, pak Ck ∩ Cl je nejvýše dvouprvkovou podmnožinou
množiny {ϕ(pk−1), ϕ(pk), ϕ(pl−1), ϕ(pl)}.

Zobrazeńı ϕ se nazývá parametrizace ǩrivky C.

Křivky uvažujeme orientované, tj. je zadaný způsob jejich procházeńı.

Každá orientace ǩrivky C je indukovaná některou jej́ı parametrizaćı.

Řekneme, že C je ǩrivka s parametrizaćı ϕ, jestliže parametrizace ϕ
indukuje orientaci C.
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Křivky

At’ C je ǩrivka s parametrizaćı ϕ : [a, b]→ C.

ϕ(a) se nazývá počátečńı bod ǩrivky C. Ṕı̌seme p.b. C = ϕ(a).

ϕ(b) se nazývá koncový bod ǩrivky C. Ṕı̌seme k.b. C = ϕ(b).

Křivka C se nazve uzav̌rená, jestliže ϕ(a) = ϕ(b).

Křivka s parametrizaćı ψ : [a, b]→ C, kde ψ(t) = ϕ(a+ b− t), se
nazývá opačně orientovaná ǩrivka ke ǩrivce C a znač́ı se −C.

Jestliže C1 a C2 jsou ǩrivky takové, že k.b. C1 = p.b. C2, pak
spojeńım C1 a C2 v tomto bodě, vznikne nová ǩrivka, kterou znač́ıme
C1 + C2. Analogicky definujeme (a znač́ıme) spojeńı ǩrivek
C1, . . . , Cn.

C1 − C2 . . . spojeńı ǩrivek C1 a −C2 (tj. C1 + (−C2)). Analogické
značeńı použ́ıváme i v p̌ŕıpadě v́ıce než dvou ǩrivek.

L(C) =
∫ b
a |ϕ

′(t)| dt . . . délka ǩrivky.
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Křivky

Definice (Jordanova ǩrivka)

Křivka C s parametrizaćı ϕ : [a, b]→ C se nazve Jordanova, jestliže

1 C je uzav̌rená;

2 je-li ϕ(s) = ϕ(t) a s < t, pak s = a a t = b.

Jordanova ǩrivka má právě dvě r̊uzné orientace.

Řekneme, že Jordanova ǩrivka je kladně orientovaná, procháźıme-li
ji proti směru hodinových ručiček.

Řekneme, že Jordanova ǩrivka je záporně orientovaná, procháźıme-li
ji po směru hodinových ručiček.
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Křivky

Př́ıklad

Úsečka seg (z1; z2) s počátečńım bodem z1 ∈ C a koncovým bodem
z2 ∈ C je ǩrivka s parametrizaćı

ϕ(t) = z1 + t(z2 − z1), t ∈ [0, 1].

Jej́ı délka je
∫ 1
0 |ϕ

′(t)| dt = |z2 − z1|.

Př́ıklad

At’ C je kružnice se sťredem S ∈ C a poloměrem R > 0.

1 C je kladně orientovaná: ϕ(t) = S +Reit, t ∈ [0, 2π].

2 C je záporně orientovaná: ϕ(t) = S +Re−it, t ∈ [0, 2π].

Délka kružnice je
∫ 2π
0 |ϕ

′(t)| dt = 2πR.
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Křivkový integrál v komplexńı rovině

Definice (ǩrivkový integrál)

Necht’ C je ǩrivka s parametrizaćı ϕ : [a, b]→ C a f je komplexńı funkce
spojitá na C. Pak ǩrivkový integrál funkce f podél ǩrivky C
definujeme p̌redpisem∫

C
f(z) dz :=

∫ b

a
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Parametrizace indukuj́ıćı stejnou orientaci vedou na stejnou hodnotu
ǩrivkového integrálu.

Př́ıklad

At’ n ∈ Z a C je kladně orientovaná kružnice se sťredem z0 a poloměrem
R > 0. Potom ∫

C
(z − z0)n dz =

{
2πi je-li n = −1;

0 je-li n 6= −1.
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Křivkový integrál v komplexńı rovině

Tvrzeńı (vlastnosti ǩrivkového integrálu)

Necht’ C a K jsou ǩrivky, p.b.K = k.b. C, α ∈ C a komplexńı funkce f, g
jsou spojité na C. Potom

1
∫
C αf(z) + g(z) dz = α

∫
C f(z) dz +

∫
C g(z) dz;

2
∫
−C f(z) dz = −

∫
C f(z) dz;

3
∫
C+K f(z) dz =

∫
C f(z) dz +

∫
K f(z) dz, kdykoli je nav́ıc f spojitá

na C +K;

4

∣∣∫
C f(z) dz

∣∣ ≤ L(C) maxz∈C |f(z)|.

Důkaz: Viz p̌rednáška (jen 4 , důkaz zbylých bodů – domáćı cvičeńı). �
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Křivkový integrál v komplexńı rovině

Př́ıklad

At’ C je ǩrivka zadaná následuj́ıćım obrázkem:

Re z

Im z

−1 1

C

Pak ∫
C
z dz = iπ.
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Primitivńı funkce

Definice (primitivńı funkce)

At’ Ω ⊆ C je otev̌rená. Ř́ıkáme, že komplexńı funkce F (z) je primitivńı
k f(z) na Ω, jestliže F ′(z) = f(z) na Ω.

Věta (Newtonova-Leibnitzova formule)

Je-li F primitivńı k f na oblasti Ω a C je ǩrivka v Ω s počátečńım bodem
z1 a koncovým bodem z2, potom∫

C
f(z) dz = F (z2)− F (z1).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Primitivńı funkce

Př́ıklad

1 Je-li C úsečka s p.b. C = 1 a k.b. C = 1 + i, pak∫
C

1

z
dz = ln

√
2 + i

π

4
.

2 Funkce 1
z nemá na C \ {0} primitivńı funkci, nebot’ pro kladně

orientovanou kružnici C se sťredem v 0 a poloměrem 1 máme∫
C

1

z
dz = 2πi 6= 0.

Tedy spojitost komplexńı funkce nezaručuje existenci primitivńı funkce
(rozd́ıl od reálného oboru).
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Primitivńı funkce

Definice (nezávislost na cestě)

At’ komplexńı funkce f je spojitá na oblasti Ω ⊆ C. Řekneme, že ǩrivkový
integrál funkce f nezáviśı na cestě v Ω, jestliže∫

C1

f dz =

∫
C2

f dz

pro všechny ǩrivky C1, C2 ⊆ C takové, že p.b. C1 = p.b. C2 a
k.b. C1 = k.b. C2.
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Primitivńı funkce

Věta (o existenci primitivńı funkce)

At’ komplexńı funkce f je spojitá na oblasti Ω ⊆ C. Potom jsou následuj́ıćı
výroky ekvivalentńı:

1 existuje primitivńı funkce k f na Ω;

2 pro každou uzav̌renou ǩrivku C ⊆ Ω je∫
C
f(z) dz = 0;

3 ǩrivkový integrál funkce f nezáviśı na cestě v Ω.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Jednoduchá souvislost

Věta (Jordanova věta)

Je-li C Jordanova ǩrivka v C, pak C \ C je sjednoceńı omezené oblasti
IntC a neomezené oblasti ExtC, které nemaj́ı žádný společný prvek.

Důkaz: Vynecháváme. �
Terminologie:

IntC. . . vniťrek Jordanovy ǩrivky C.
ExtC. . . vněǰsek Jordanovy ǩrivky C.

Definice (jednoduše souvislá oblast)

Ř́ıkáme, že oblast Ω ⊆ C je jednoduše souvislá, jestliže pro každou
Jordanovu ǩrivku C ⊆ Ω je IntC ⊆ Ω.

Př́ıklad

Necht’ z0 ∈ C. Okoĺı U(z0) je jednoduše souvislá oblast. Okoĺı U(∞) a
prstencové okoĺı P (z0) nejsou jednoduše souvislé oblasti.

Martin Bohata Komplexńı analýza a transformace Křivkový integrál 17 / 22



Cauchyova věta a některé jej́ı důsledky

Věta (Cauchyova věta)

Je-li Ω ⊆ C jednoduše souvislá oblast a f je holomorfńı na Ω, pak∫
C
f(z) dz = 0

pro každou uzav̌renou ǩrivku lež́ıćı v Ω.

Důkaz: Viz p̌rednáška (za dodatečných p̌redpokladů: C je Jordanova
ǩrivka a f ′ je spojitá na Ω). �

Předpoklad jednoduché souvislosti Ω podstatný!
Holomorfńı funkce na jednoduše souvislé oblasti má primitivńı funkci.

Př́ıklad

Je-li C kladně orientovaná kružnice se sťredem 0 a poloměrem 1, pak∫
C

esin z

z2 + 16
dz = 0.
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Cauchyova věta a některé jej́ı důsledky

Tvrzeńı (Princip deformace)

Předpokládejme, že C1 a C2 jsou kladně orientované Jordanovy ǩrivky v
jednoduše souvislé oblasti Ω ⊆ C takové, že C1 ⊆ IntC2. Necht’

z0 ∈ IntC1 a f je holomorfńı v Ω \ {z0}, pak∫
C1

f(z) dz =

∫
C2

f(z) dz.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

Pro každé n ∈ Z a každou kladně orientovanou Jordanovu ǩrivku C maj́ıćı
ve svém vniťrku bod z0 plat́ı∫

C
(z − z0)n dz =

{
2πi je-li n = −1;

0 je-li n 6= −1.
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Cauchyova věta a některé jej́ı důsledky

Věta (Cauchyho vzorec)

Necht’ f je holomorfńı v jednoduše souvislé oblasti Ω, C ⊆ Ω je kladně
orientovaná Jordanova ǩrivka a z0 ∈ IntC. Potom f má v z0 derivace
všech řád̊u a pro každé n ∈ N0 plat́ı

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫
C

f(z)

(z − z0)n+1
dz.

Důkaz: Viz p̌rednáška. (Pro n ≥ 1 jen idea důkazu.) �

Př́ıklad

Je dána kladně orientovaná kružnice C o rovnici |z| = 2. Pak

1
∫
C
z2−4z+4
z+i dz = π(−8 + 6i).

2
∫
C
z2−4z+4
(z+i)2

dz = −π(−4 + 8i).
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Cauchyova věta a některé jej́ı důsledky

Věta (existence všech derivaćı)

Jestliže f je holomorfńı na otev̌rené množině Ω ⊆ C, pak má f na Ω
derivace všech řád̊u.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
Je-li f holomorfńı na otev̌rené množině Ω ⊆ C, pak jej́ı reálná a
imaginárńı část jsou funkce ťŕıdy C∞ na Ω.

Věta (Morerova věta)

Jestliže komplexńı funkce f je spojitá na oblasti Ω ⊆ C a pro každou
uzav̌renou ǩrivku C ⊆ Ω je

∫
C f(z) dz = 0, potom f je holomorfńı na Ω.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Věta (Liouvillova věta)

Omezená celistvá funkce je konstantńı.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Cauchyova věta a některé jej́ı důsledky

Připomeňme, že z0 ∈ C je kǒren polynomu P , jestliže P (z0) = 0.

Věta (Základńı věta algebry)

Každý nekonstantńı polynom má alespoň jeden komplexńı kǒren.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Důsledek

At’ P (z) = anz
n + · · ·+ a0 je polynom stupně n ≥ 1. Pak existuj́ı

p̌rirozená č́ısla n1, . . . , nk a navzájem r̊uzná komplexńı č́ısla z1, . . . , zk tak,
že n = n1 + · · ·+ nk a

P (z) = an(z − z1)n1(z − z2)n2 . . . (z − zk)nk .

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Přirozené č́ıslo nj , kde j ∈ {1, . . . , k}, se nazývá násobnost kǒrene
zj polynomu P .
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