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Komplexni funkce redlné proménné

At I CR jeinterval a ¢ : I — C.

@ At Rep: I — R almyp: I — R maji kone€nou derivaci ve vnit¥nim
bod€ t intervalu I. Derivaci funkce ¢ v bodé t je komplexni &islo

¢'(t) == (Rep)'(t) + i(Imp)'(t).

@ Jednostranné derivace funkce ¢ v bodech intervalu I definujeme
analogicky.

@ Funkci ¢ : I — C definujeme v krajnich bodech intervalu I
nalezejicich do I pomoci odpovidajicich jednostrannych derivaci.

@ At Rep: I —+Ralmyp:I— R jsou integrovatelné. Integral
funkce ¢ pfes interval I je komplexni &islo

/Icp(t) dt := /I(Re ©)(t)dt +i/I(Im ©)(t) dt.
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Komplexni funkce redlné proménné

Tvrzeni

At t je vnitfni bod intervalu I C R. Jestlize p : I — C m4 derivaci (podle
redlné proménné) v bodét a f : D C C — C m4 derivaci (podle
komplexni proménné) v bodé& p(t) € D, pak f o @ m4 derivaci (podle
redlné proménné) v bodé& t a plati

(fop) (t) = f'(p(®)¢'(t).
Diikaz: Viz prednaska. |

@ Analogické tvrzeni plati i pro jednostranné derivace.
Priklad

(eit), =ie.
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Komplexni funkce redlné proménné

Tvrzeni

At —0co < a < b < +o0. Jestlize ¢ : [a,b] — C je spojitd a existuji body
DOy -+, Pn € [a,b] tak, Zea =pyg <p1 < -+ < p, = b a pro kazdé
ke{l,...,n} je funkce @', , p. Spojitd, pak

Diikaz: Viz prednaska. |

Tr .
/ e dt = 2i.
0
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Ptiklad




K¥ivky

Definice (oblouk)

At —oo < a < b < +00. MnoZzina C C C se nazve oblouk, jestliZe existuje
funkce ¢ : [a,b] — C tak, Ze

Q@ C =¢([a,b]);

@ jestlize p(s) = p(t) as <t paks=aat=b

Q ¢ :[a,b] — C je spojitd a ¢'(t) # 0 pro kazdé t € (a,b).
Zobrazeni ¢ se nazyva parametrizace oblouku C.
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K¥ivky

Definice (k¥ivka)

At —0co < a < b < +00. MnoZina C C C se nazve kfivka, jestlize existuji
body po, ..., pn € [a,b] a spojitd funkce ¢ : [a,b] — C tak, Ze

Q C = ¢([a,b]);

Q@a=po<p1 < <pp=0b

@ pro kazdé k € {1,...,n} je Cr = ¢©([pr—1,pk]) oblouk dany
parametrizaci ¢[[p, | p,;

Q je-li k #£ 1, pak Ci N Cy je nejvyse dvouprvkovou podmnoZinou
mnoZiny {@(pr-1), ¢(r), ¢ (P1-1), £(P1) }-

Zobrazeni ¢ se nazyva parametrizace k¥ivky C.

@ Kf¥ivky uvaZujeme orientované, tj. je zadany zplsob jejich prochazeni.
@ KaZd3 orientace kfivky C' je indukovana n&kterou jeji parametrizaci.

o Rekneme, ¥e C je k¥ivka s parametrizaci ¢, jestlize parametrizace ¢
indukuje orientaci C.
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K¥ivky

At C je k¥ivka s parametrizaci ¢ : [a,b] — C.

©(a) se nazyva potatecni bod kfivky C. PiSeme p.b.C = ¢(a).
©(b) se nazyvd koncovy bod kfivky C. PiSeme k.b. C' = ¢(b).
K¥ivka C' se nazve uzaviena, jestlize p(a) = ¢(b).

K¥ivka s parametrizaci ¢ : [a,b] — C, kde ¥(t) = p(a + b —t), se
nazyvd opacné orientovana krivka ke kfivce C' a znad&i se —C.

Jestlize C1 a Cs jsou k¥ivky takové, Ze k.b. C1 = p.b. Cs, pak
spojenim C7 a Cy v tomto bodé&, vznikne novd k¥ivka, kterou zna&ime
C4 + Cs. Analogicky definujeme (a znatime) spojeni k¥ivek
Ci,...,Ch.

C1 — Cs .. .spojeni kfivek C a —C3 (tj. C1 + (—C2)). Analogické
znaleni pouzivame i v pfipadé vice neZ dvou k¥ivek.

L(C) = [P |¢/(t)| dt .. .délka kFivky.
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K¥ivky

Definice (Jordanova kfivka)

Kfivka C' s parametrizaci ¢ : [a,b] — C se nazve Jordanova, jestlize
Q@ (' je uzavFend;
Q jelip(s)=p(t)as<t paks=aat=>b.

@ Jordanova kfivka ma pravé dvé riizné orientace.

@ Rekneme, ¥e Jordanova k¥ivka je kladné orientovana, prochazime-li
ji proti sméru hodinovych ruciéek.

o Rekneme, %e Jordanova kfivka je zaporn& orientovana, prochazime-|i
ji po sméru hodinovych ruéicek.
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K¥ivky

Priklad

Usetka seg (215 22) s potatetnim bodem z; € C a koncovym bodem
z9 € C je k¥ivka s parametrizaci

o(t) =21 +t(z2 — 21), te][0,1].

Jeji délka je [ |¢/(t)] dt = |20 — z1].

Priklad
At C je kruZnice se sttedem S € C a polom&rem R > 0.
@ C je kladng orientovana: (t) = S + Re®, t € [0,27].
@ C je zaporn& orientovana: ¢(t) = S+ Re™%, t € [0,27].
Délka kruznice je [27|¢/(t)| dt = 27 R.
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K¥ivkovy integral v komplexni roviné

Definice (k¥ivkovy integral)

Necht C' je k¥ivka s parametrizaci ¢ : [a,b] — C a f je komplexni funkce
spojitd na C. Pak kfivkovy integrdl funkce f podél kfivky C
definujeme p¥edpisem

b
/C f(2)dz = / F () (1) dt.

@ Parametrizace indukujici stejnou orientaci vedou na stejnou hodnotu
kfivkového integralu.

Priklad

At n € Z a C je kladn& orientovana kruZnice se stfedem z; a polomé&rem

R > 0. Potom
o jelin=—1;
[y e detinet
c 0 je-lin # —1.
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K¥ivkovy integral v komplexni roviné

Tvrzeni (vlastnosti kfivkového integralu)

Necht C a K jsou kFivky, p.b. K = k.b.C, o € C a komplexni funkce f, g
Jsou spojité na C'. Potom

0 Joaf(z) ()dz—afc 2)dz+ [o9(2)
@ [ f(z)dz=— [, f(2)dz

Q Jox f(2)dz= [ f(2)dz+ [ f(2)dz, kdykoli je navic f spojitd
naC+ K;

Q |/ f(2)dz| < L(C) max.cc | f(2)].

V.

Dikaz: Viz pfednaska (jen @, dikaz zbylych bodd — domaci cviceni). W
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K¥ivkovy integral v komplexni roviné

Ptiklad

At C je kfivka zadana nasledujicim obrazkem:

Imz

Y

Pak
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Primitivni funkce

Definice (primitivni funkce)

At Q C C je otevfena. Rikdme, %e komplexni funkce F(z) je primitivni
k f(z) na Q, jestlize F'(z) = f(z) na Q.

Véta (Newtonova-Leibnitzova formule)

Je-li F' primitivni k f na oblasti Q0 a C je kFivka v Q) s po&ate¢nim bodem
z1 a koncovym bodem zs, potom

/ f(z F(z2) = F(z1).

Diikaz: Viz pfednaska. |
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Primitivni funkce

Priklad
Q Jeli C Gsetka s p.b.C=1akb.C =1+1, pak
1 T
/ “dz=InvV2+i-.
C 4

z

@ Funkce 1 nemd na C\ {0} primitivni funkci, nebot pro kladn&
orientovanou kruznici C' se stfedem v 0 a polomé&rem 1 mame

z

/1dz:2m'7é0.
C

Tedy spojitost komplexni funkce nezaru€uje existenci primitivni funkce
(rozdil od redlného oboru).

v
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Primitivni funkce

Definice (nezavislost na cesté)

At komplexni funkce f je spojitd na oblasti  C C. Rekneme, ¥e k¥ivkovy
integral funkce f nezavisi na cesté v (2, jestliZe

fdz= fdz
C1 Ca

pro viechny k¥ivky C,Co C C takové, 7ze p.b.C1 = p.b.Cs a
k.b.C1 = k.b. Cs.
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Primitivni funkce

Véta (o existenci primitivni funkce)

At komplexni funkce f je spojitd na oblasti Q2 C C. Potom jsou ndsledujici
vyroky ekvivalentni:

@ existuje primitivni funkce k f na §;

@ pro kaZdou uzavrenou kfivku C' C () je

/C f(z)dz = 0;

© kFivkovy integral funkce f nezdvisi na cesté v ().

Diikaz: Viz prednaska.
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Jednoducha souvislost

Véta (Jordanova véta)

Je-li C'" Jordanova kFivka v C, pak C\ C je sjednoceni omezené oblasti
Int C' a neomezené oblasti Ext C, které nemaji Zadny spolecny prvek.

Dikaz: Vynechdvame. |
Terminologie:

o Int C...vnitFek Jordanovy kfivky C.

o ExtC...vnéjsek Jordanovy k¥ivky C.

Definice (jednoduse souvisla oblast)

Rikdme, %e oblast Q C C je jednoduZe souvisla, jestlize pro kazdou
Jordanovu kfivku C' C Q je Int C' C Q.

Priklad

Necht 2y € C. Okoli U(z) je jednodu$e souvisld oblast. Okoli U () a
prstencové okoli P(zp) nejsou jednodu¥e souvislé oblasti.

v
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Cauchyova véta a nékteré jeji disledky

Véta (Cauchyova véta)
Je-li Q C C jednoduse souvisld oblast a f je holomorfni na 2, pak

/Cf(z) dz=0

pro kaZdou uzavrenou kFivku leZici v €.

Dikaz: Viz pfednaska (za dodatenych ptedpokladi: C' je Jordanova
kivka a f’ je spojitd na ). [ |
@ Ptedpoklad jednoduché souvislosti {2 podstatny!
@ Holomorfni funkce na jednodu3e souvislé oblasti ma primitivni funkci.

Priklad

Je-li C kladné& orientovana kruznice se stfedem 0 a polomé&rem 1, pak

esinz
/ 5 dz = 0.
Cc ? + 16
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Cauchyova véta a nékteré jeji disledky

Tvrzeni (Princip deformace)

Predpokladejme, Ze C1 a Cy jsou kladné orientované Jordanovy kFivky v
Jednoduse souvislé oblasti Q2 C C takové, Ze C; C Int Cy. Necht
zo € Int Cy a f je holomorfni v Q\ {z0}, pak

f(z)dz = f(z)dz.
Cl 02

v

Diikaz: Viz prednaska. |
Ptiklad

Pro kaZdé n € Z a kaZdou kladné& orientovanou Jordanovu k¥ivku C' majici
ve svém vnittku bod zg plati

c 0 je-lin # —1.

Komplexni analyza a transformace

v
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Cauchyova véta a nékteré jeji disledky

Véta (Cauchyho vzorec)

Necht f je holomorfni v jednoduse souvislé oblasti ), C' C ) je kladné&
orientovand Jordanova kfivka a zy € Int C. Potom f ma v zy derivace
vsech Fadii a pro kaZdé n € Ny plati

F(z0) = /C &g,

270 Jo (2 — zp)n L

Diikaz: Viz prednaska. (Pro n > 1 jen idea diikazu.) [ |
Ptiklad
Je dana kladn& orientovand kruZnice C' o rovnici |z| = 2. Pak

0 [, =2t dy = n(—8 + 6i).

Q /.2 Z‘fj‘“ dz = —m(—4 + 8i).
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Cauchyova véta a nékteré jeji disledky

Véta (existence viech derivaci)

Jestlize f je holomorfni na oteviené mnoZziné ) C C, pak ma f na (2
derivace vsech radi.

Dikaz: Viz prednaska. |
o Je-li f holomorfni na oteviené mnozing 2 C C, pak jeji redlna a
imagindrni &3ast jsou funkce t¥idy C* na Q.
Véta (Morerova véta)

Jestlize komplexni funkce f je spojitd na oblasti 2 C C a pro kaZdou
uzavFenou k¥ivku C' C Q je [, f(z)dz =0, potom f je holomorfni na Q.

Dikaz: Viz prednaska. |

Véta (Liouvillova véta)
Omezend celistva funkce je konstantni. J

Dikaz: Viz prednaska. |
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Cauchyova véta a nékteré jeji disledky
e P¥ipomeiime, Ze zg € C je kofen polynomu P, jestlize P(zy) = 0.

Véta (Zakladni véta algebry) }

KaZdy nekonstantni polynom ma alespori jeden komplexni koFen.

Diikaz: Viz prednaska. |

Dasledek

At P(2) = a2 + - -+ + ag je polynom stupn& n > 1. Pak existuji
pFirozend Cisla ny,...,ng a navzdjem riizna komplexni &isla z1, . .., zj, tak,
Zen=n;+---+ng a

v

Diikaz: Viz prednaska. |

o Pfirozené &islo nj, kde j € {1,...,k}, se nazyvad nasobnost kofene
zj polynomu P.
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