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Motivace

Protože
∑+∞

n=0 x
n = 1

1−x pro každé x ∈ (−1, 1), je

1

1 + x2
=

+∞∑
n=0

(−1)nx2n, x ∈ (−1, 1).

Proč mimo interval (−1, 1) řada nekonverguje, když je funkce 1
1+x2

ťŕıdy C∞ na R?
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k=0 (−1)
k x2k, f(x) = 1

1+x2
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Řady komplexńıch č́ısel

∑+∞
n=0 an . . . (nekonečná) řada komplexńıch č́ısel an ∈ C.

(
∑n

k=0 ak)+∞n=0 . . . posloupnost částečných součt̊u řady
∑+∞

n=0 an.

Č́ıslo s ∈ C se nazývá součet řady
∑+∞

n=0 an komplexńıch č́ısel,
má-li jej́ı posloupnost částečných součt̊u konečnou limitu s. Ṕı̌seme
s =

∑+∞
n=0 an.

Ř́ıkáme, že řada komplexńıch č́ısel konverguje, jestliže existuje jej́ı
součet.

Tvrzeńı (nutná podḿınka konvergence)

Jestliže
∑+∞

n=0 an konverguje, pak lim
n→+∞

an = 0.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Řady komplexńıch č́ısel

Definice (absolutńı konvergence)

Ř́ıkáme, že řada
∑+∞

n=0 an konverguje absolutně, jestliže
∑+∞

n=0 |an|
konverguje.

Tvrzeńı (o vztahu konvergence a absolutńı konvergence)

Jestliže řada komplexńıch č́ısel konverguje absolutně, potom konverguje.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Tvrzeńı (srovnávaćı kritérium)

Necht’
∑+∞

n=0 an je řada komplexńıch č́ısel. Jestliže řada
∑+∞

n=0 bn
nezáporných reálných č́ısel konverguje a |an| ≤ bn pro každé n ∈ N0, pak∑+∞

n=0 an konverguje absolutně.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Řady komplexńıch č́ısel

Tvrzeńı (pod́ılové kritérium)

Necht’
∑+∞

n=0 an je řada nenulových komplexńıch č́ısel a

lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = L ∈ [0,+∞].

1 Jestliže L < 1, pak
∑+∞

n=0 an konverguje absolutně.

2 Jestliže L > 1, pak
∑+∞

n=0 an nekonverguje.

Důkaz: Vynecháváme. (Důkaz stejný jako v reálném oboru.) �

Př́ıklad∑+∞
n=0

in

n! konverguje absolutně.
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Řady komplexńıch č́ısel

Tvrzeńı (odmocninové kritérium)

Necht’
∑+∞

n=0 an je řada komplexńıch č́ısel a

lim
n→+∞

n
√
|an| = L ∈ [0,+∞].

1 Jestliže L < 1, pak
∑+∞

n=0 an konverguje absolutně.

2 Jestliže L > 1, pak
∑+∞

n=0 an nekonverguje.

Důkaz: Vynecháváme. (Důkaz stejný jako v reálném oboru.) �

Připomeňme, že lim
n→+∞

n
√
n = 1.

Př́ıklad∑+∞
n=0 n(1 + i)n nekonverguje.
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Posloupnosti komplexńıch funkćı

Definice (konvergence posloupnosti funkćı)

At’ fn : D ⊆ C→ C pro každé n ∈ N0 a M ⊆ D. Řekneme, že
posloupnost (fn)+∞n=0 konverguje na M , existuje-li f : M → C tak, že

lim
n→+∞

fn(z) = f(z), pro každé z ∈M.

V takovém p̌ŕıpadě se f nazývá limita posloupnosti (fn)
+∞
n=0 na M .

Př́ıklad

Je dána posloupnost funkćı

fn(z) = min{n |z| , 1}, |z| ≤ 1.

Všechny funkce fn jsou spojité, ale limita posloupnosti (fn)+∞n=0 na U(0; 1)
je nespojitá funkce

f(z) = lim
n→+∞

fn(z) = χ
U(0;1)\{0}(z)
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Posloupnosti komplexńıch funkćı

Definice (stejnoměrná konvergence)

At’ fn : D ⊆ C→ C pro každé n ∈ N0 a M ⊆ D. Řekneme, že
posloupnost (fn)+∞n=0 konverguje stejnoměrně na M , existuje-li
f : M → C tak, že

lim
n→+∞

sup
z∈M
|fn(z)− f(z)| = 0.

V takovém p̌ŕıpadě se funkce f se nazývá stejnoměrná limita
posloupnosti (fn)

+∞
n=0 na M .

Př́ıklad

Posloupnost (fn)+∞n=0 komplexńıch funkćı fn(z) = min{n |z| , 1}, |z| ≤ 1,

nekonverguje stejnoměrně na U(0; 1) nebo U(0; 1) \ {0};
konverguje stejnoměrně na Mr = {z ∈ C | r ≤ |z| ≤ 1} pro každé
r > 0.
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Posloupnosti komplexńıch funkćı

Věta (spojitost a stejnoměrná konvergence)

Jestliže (fn)+∞n=0 je posloupnost komplexńıch funkćı fn spojitých na M ⊆ C
a f : M → C je jej́ı stejnoměrná limita na M , potom f je spojitá funkce.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Věta (záměna limity a ǩrivkového integrálu)

Jestliže (fn)+∞n=0 je posloupnost komplexńıch funkćı fn spojitých na ǩrivce
C ⊆ C a f : C → C je jej́ı stejnoměrná limita na C, potom

lim
n→+∞

∫
C
fn(z) dz =

∫
C
f(z) dz

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Řady komplexńıch funkćı

At’ (fn)+∞n=0 je posloupnost komplexńıch funkćı fn : D ⊆ C→ C, M ⊆ D
a f : M → C.∑+∞

n=0 fn ... nekonečná řada komplexńıch funkćı fn.

(
∑n

k=0 fk)+∞n=0 ... posloupnost částečných součt̊u řady
∑+∞

n=0 fn.

Řekneme, že
∑+∞

n=0 fn konverguje (resp. konverguje absolutně) na
M , jestliže řada

∑+∞
n=0 fn(z) komplexńıch č́ısel konverguje

(resp. konverguje absolutně) pro každé z ∈M .

Funkce f se nazve součet řady
∑+∞

n=0 fn na M , jestliže f je
limitou posloupnosti částečných součt̊u řady

∑+∞
n=0 fn na M . Ṕı̌seme

f(z) =
∑+∞

n=0 fn(z).

Řekneme, že
∑+∞

n=0 fn konverguje stejnoměrně na M , jestliže
posloupnost jej́ıch částečných součt̊u konverguje stejnoměrně na M .
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Řady komplexńıch funkćı

Věta (Weierstrassovo kritérium)

At’ D ⊆ C, množina M ⊆ D je neprázdná, (fn)+∞n=0 je posloupnost
komplexńıch funkćı fn : D → C a pro každé n ∈ N0 existuje kladné reálné
č́ıslo λn tak, že pro každé z ∈M je |fn(z)| ≤ λn. Jestliže

∑+∞
n=0 λn

konverguje, potom
∑+∞

n=0 fn konverguje stejnoměrně na M .

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Věta (záměna řady a ǩrivkového integrálu)

Jestliže řada
∑+∞

n=0 fn komplexńıch funkćı spojitých na ǩrivce C ⊆ C
konverguje stejnoměrně na C, pak jej́ı součet je spojitá funkce na C a plat́ı

+∞∑
n=0

∫
C
fn(z) dz =

∫
C

+∞∑
n=0

fn(z) dz.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Řady komplexńıch funkćı

Př́ıklad (Geometrická řada)

Je dána mocninná řada
∑+∞

n=0 z
n.

Pro každé z ∈ C splňuj́ıćı |z| ≥ 1 uvedená řada nekonverguje.

Pro každé z ∈ C splňuj́ıćı |z| < 1 uvedená řada konverguje absolutně
a plat́ı

+∞∑
n=0

zn =
1

1− z
.

Nekonverguje stejnoměrně na U(0; 1). Avšak konverguje stejnoměrně
na U(0; r) pro každé r ∈ (0, 1).
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Mocninné řady

Definice (mocninná řada)

At’ z0 ∈ C a an ∈ C pro každé n ∈ N0. Mocninná řada se sťredem z0
a koeficienty an je řada komplexńıch funkćı fn(z) = an(z − z0)n,
tj. jedná se o řadu tvaru

+∞∑
n=0

an(z − z0)n.

Tvrzeńı (o konvergenci mocninné řady)

Konverguje-li řada
∑+∞

n=0 an(z − z0)n v bodě w ∈ C, pak absolutně
konverguje na množině {z ∈ C | |z − z0| < |w − z0|}.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Poloměr konvergence

Definice (poloměr konvergence)

Poloměr konvergence mocninné řady
∑+∞

n=0 an(z − z0)n je č́ıslo

R = sup

{
r ∈ [0,+∞)

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

|an| rn konverguje

}
∈ [0,+∞].

Množina {z ∈ C | |z − z0| < R} se nazývá kruh konvergence mocninné
řady

∑+∞
n=0 an(z − z0)n.

Pro R ∈ (0,+∞) je kruh konvergence okoĺı U(z0;R).

Kruh konvergence budeme značit U(z0;R) i pro R = +∞.
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Konvergence mocninné řady

Věta (význam poloměru konvergence)

Má-li mocninná řada
∑+∞

n=0 an(z − z0)n poloměr konvergence R, potom

1 konverguje absolutně pro každé z ∈ C splňuj́ıćı |z − z0| < R;

2 pro každé z ∈ C splňuj́ıćı |z − z0| > R nekonverguje.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad
1
∑+∞

n=0
nn

in (z − 1 + 2i)n . . .R = 0.

2
∑+∞

n=0(−1)nz2n . . .R = 1.

3
∑+∞

n=0
zn

n! . . .R = +∞.

Věta (stejnoměrná konvergence mocninné řady)

Má-li mocninná řada
∑+∞

n=0 an(z − z0)n poloměr konvergence R > 0, pak
konverguje stejnoměrně na U(z0, r) pro každé r ∈ (0, R).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Operace s mocninnými řadami

Tvrzeńı (součet mocninných řad)

At’
∑+∞

n=0 an(z − z0)n má poloměr konvergence R1 > 0,
∑+∞

n=0 bn(z − z0)n
má poloměr konvergence R2 > 0 a

f(z) =

+∞∑
n=0

an(z − z0)n, z ∈ U(z0;R1),

g(z) =

+∞∑
n=0

bn(z − z0)n, z ∈ U(z0;R2).

Potom
∑+∞

n=0(an + bn)(z − z0)n má poloměr konvergence nejméně
R = min{R1, R2} a

f(z) + g(z) =

+∞∑
n=0

(an + bn)(z − z0)n, z ∈ U(z0;R).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Operace s mocninnými řadami

Věta (derivováńı člen po členu)

Jestliže mocninná řada
∑+∞

n=0 an(z − z0)n má poloměr konvergence R > 0
a f je jej́ı součet na U(z0;R), potom

1
∑+∞

n=1 nan(z − z0)n−1 má poloměr konvergence R;

2 f je holomorfńı na U(z0;R) a f ′(z) =
∑+∞

n=1 nan(z − z0)n−1 pro
každé z ∈ U(z0;R);

3 an = f (n)(z0)
n! pro každé n ∈ N0.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Operace s mocninnými řadami

Důsledek (princip neurčitých koeficient̊u)

Jestliže
∑+∞

n=0 an(z − z0)n a
∑+∞

n=0 bn(z − z0)n maj́ı stejný součet na
nějakém okoĺı U(z0), pak an = bn pro všechna n ∈ N0.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Koeficienty mocninné řady jsou určeny jen chováńım jej́ıho součtu na
libovolně malém okoĺı bodu z0.

Př́ıklad

Je dána rovnice f ′(z) = 2zf(z) a počátečńı podḿınka f(0) = 1. Jej́ı

řešeńı (na C) je f(z) =
∑+∞

n=0
z2n

n! .
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Operace s mocninnými řadami

Věta (integrováńı člen po členu)

Jestliže mocninná řada
∑+∞

n=0 an(z − z0)n má poloměr konvergence R > 0
a f je jej́ı součet na U(z0;R), potom

1
∑+∞

n=0
an
n+1(z − z0)n+1 má poloměr konvergence R;

2 Součet F mocninné řady
∑+∞

n=0
an
n+1(z − z0)n+1 na U(z0;R) je

primitivńı funkce k funkci f na U(z0;R), tj. F ′ = f na U(z0;R).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

1 Řada
∑+∞

n=0(n+ 1)zn má součet 1
(1−z)2 pro |z| < 1.

2 Řada
∑+∞

n=1
zn

n má součet − ln(1− z) pro |z| < 1.
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Reprezentace holomorfńı funkce mocninnou řadou

Definice (Taylorova řada)

At’ funkce f má derivace všech řádů v bodě z0 ∈ C. Mocninná řada∑+∞
n=0

f (n)(z0)
n! (z − z0)n se nazývá Taylorova řada funkce f o sťredu z0.

Věta (existence Taylorova rozvoje)

Necht’ z0 ∈ C a R > 0 je takové, že f(z) je holomorfńı funkce na
U(z0;R). Potom

f(z) =

+∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n

pro všechna z ∈ U(z0;R).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Reprezentace holomorfńı funkce mocninnou řadou

Taylorova řada z právě uvedené věty se také někdy nazývá rozvoj
funkce f do mocninné řady na U(z0;R).

Holomorfńı funkce jsou lokálně
”
nekonečné polynomy“.

Př́ıklad

1 ez =
∑+∞

n=0
zn

n! , z ∈ C.

2 sin z =
∑+∞

n=0(−1)n z2n+1

(2n+1)! , z ∈ C.

3 cos z =
∑+∞

n=0(−1)n z2n

(2n)! , z ∈ C.

4 ln z =
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n (z − 1)n pro |z − 1| < 1.

5 1
1+z2

=
∑+∞

n=0(−1)nz2n pro |z| < 1.
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Operace s mocninnými řadami – pokračováńı

Tvrzeńı (součin mocninných řad)

At’
∑+∞

n=0 an(z − z0)n má poloměr konvergence R1 > 0,
∑+∞

n=0 bn(z − z0)n
má poloměr konvergence R2 > 0, cn =

∑n
k=0 akbn−k a

f(z) =

+∞∑
n=0

an(z − z0)n, z ∈ U(z0;R1),

g(z) =

+∞∑
n=0

bn(z − z0)n, z ∈ U(z0;R2).

Potom
∑+∞

n=0 cn(z − z0)n má poloměr konvergence nejméně
R = min{R1, R2} a

f(z)g(z) =

+∞∑
n=0

cn(z − z0)n, z ∈ U(z0;R).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Kǒreny holomorfńı funkce

Připomeňme, že z0 ∈ C je kǒren násobnosti k ∈ N nenulového
polynomu P právě tehdy, když existuje polynom Q tak, že
P (z) = (z − z0)kQ(z) a Q(z0) 6= 0.

Definice (kǒren násobnosti k)

At’ z0 ∈ C, f je holomorfńı funkce na okoĺı U(z0) a k ∈ N. Řekneme, že z0
je kǒren násobnosti k funkce f , jestliže existuje funkce g holomorfńı na
U(z0) tak, že

1 g(z0) 6= 0;

2 f(z) = (z − z0)kg(z) pro každé z ∈ U(z0).

Je-li z0 kǒren násobnosti k funkce f , potom existuje P (z0) tak, že
f(z) 6= 0 pro každé z ∈ P (z0).

Je-li z0 kǒren násobnosti k funkce f a také kǒren násobnosti l funkce
g, pak z0 je kǒren násobnosti k + l funkce fg.
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Kǒreny holomorfńı funkce

Je-li f holomorfńı na U(z0) a f(z0) = 0, pak nastává právě jedna
z možnost́ı:

1 z0 je kǒren násobnosti k ∈ N funkce f ;

2 f(z) = 0 na U(z0).

Tvrzeńı (derivace a kǒren násobnosti k)

At’ z0 ∈ C, f je holomorfńı funkce na okoĺı U(z0) a k ∈ N. Potom z0 je
kǒren násobnosti k funkce f právě tehdy, když f (l)(z0) = 0 pro každé celé
nezáporné č́ıslo l < k a f (k)(z0) 6= 0.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

1 Bod 0 je kǒren násobnosti 2 funkce f(z) = z sin z.

2 Bod 2kπi, kde k ∈ Z, je kǒren násobnosti 1 funkce f(z) = 1− ez.
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Kǒreny holomorfńı funkce

Věta (o jednoznačnosti)

At’ f, g jsou holomorfńı funkce na oblasti Ω ⊆ C a M ⊆ Ω má hromadný
bod lež́ıćı v Ω. Jestliže f = g na M , pak f = g na Ω.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

Pro každé z ∈ C plat́ı sin2 z + cos2 z = 1.
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