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Reziduova véta

Véta (Reziduova véta)

Necht ) C C je jednoduse souvisla oblast, C je kladné& orientovand
Jordanova kfivka leZici v Q2 a S C Int C je kone¢nd mnoZina. Jestlize f je
holomorfni na Q2 \ S a body z mnoZiny S jsou izolované singularity funkce
f, potom

/Cf(z) dz = 2mi Z resy f(2).

weS

Dikaz: Viz prednaska. |
Priklad

At C je kladn& orientovand hranice obdéIniku o vrcholech —i, 4 — i, 4 + 4,
1. Pak

1 3
/c G DG -3 52" 16
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Hlavni hodnota integrélu

o Lebesgueovy integrély fj;o rdx a fj;o 1 dz neexistuji, ale

R
1
lim xdx =0, lim lim —dxz =0.
R—+oco J_p R—+o00 r—0+ [-R,—r]U[r,R] X
e At S C R je konetnd mnozinaa f: R\ S — C je (lebesgueovsky)
integrovatelnd na M(R;r) := [-R, R] \ |J,cq U(z;7) pro kazdé
R,r > 0. Potom

“+00

p.v. . f(z)dz := RETOOTI—IE(I){I— (o f(z)dx

se nazve hlavni hodnota integralu f p¥es R.
@ Je-li f: R — C integrovatelnd na R, pak

Py, / ™ ) da = / " ) da

@ V dal§im budeme misto p.v. f_t;o f(z) dx psat jen fj;o f(z)dx.
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Integrély z racionalnich funkci
Véta
Necht P a @ jsou polynomy a
Sy ={2€C|Q(z) =0,Imz > 0}.

Jestlize 1 + st P < st Q) a Q nemd Zadny redlny kofen, potom

T P(z) P(z)
dx = 273 IeSy ———.
" Q) w; Q)
Dikaz: Viz prednaska. |

Priklad

/+OO 1 T
de = —.
oo (@24 1)(2244) 6

v
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Integraly obsahujici oscilujici exponencidlu

Tvrzeni (Jordanovo lemma)
At r >0, f je komplexni funkce spojitd na
Q={ze€C|Imz>0}NU(c0;r)

a pro kadé R > r je Cr kfivka s parametrizaci pr(t) = Re®, t € [0, 7].
Je-liaa>0 a

lim max [f(z)] =0,

R—+00 zeCR
potom
lim (2)e** dz = 0.
R—+40 Cr
v
Dikaz: Viz prednaska. |
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Integraly obsahujici oscilujici exponencidlu

Véta

Necht P a Q jsou polynomy takové, Ze st P < st Q a Q nemd Z3dny
redlny koren.

Q Jestlizea>0a Sy ={z€C|Q(z) =0,Imz > 0}, pak

+o00 P(:C) )
e dx = 2m resy
s Q) 2

weS4

P(Z)eiaz
Q=)
Q Jestlizea<0aS_={2e€C|Q(z) =0,Imz < 0}, pak

+o00 P(x)
0o Q)

. P(2) .
e dr = —2mi Z resy (2) e'.
= Q(2)

Diikaz: Viz prednaska.
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Integraly obsahujici oscilujici exponencidlu

Priklad
/-I—oo el 0i 1
Te
oo T2 —4x+5
Odtud
/+°° sinz msin 2
dzr = ,
oo X2 —4x+5 e
/+°° CcoS X T cos 2
dx = .
oo X2 —4x+5 e
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Obchazeni jednoduchych pdli

Tvrzeni

At 2o € C je pdl ¥adu 1 funkce f a pro kaZdér > 0 je C, kFivka s
parametrizaci p(t) = zg + re', t € [, B], kde 0 < a < B < 27. Pak

i /C ) = (8 - a) s ).

Diikaz: Viz pfednaska. |
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Obchazeni jednoduchych pdli

Tvrzeni
At P a Q jsou polynomy takové, e ) ma na redlné ose pouze koFeny
nasobnosti 1 a1+ st P < st Q. Jestlize

Sy ={2€C|Q(2) =0,Imz > 0},
So={2€C|Q(2) =0,Imz =0},

potom
T p(g P(z P(z
()dx:27rinesw£+i7rZresw ()
. Q) 2 T & T aG)
Duikaz: Vynechavame. n
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Obchazeni jednoduchych pdli

Tvrzeni

At P a Q jsou polynomy takové, e ) m4 na redlné ose pouze koFeny
ndsobnosti 1 a st P < st Q. At
Sy ={2€C|Q(z) =0,Imz > 0},
So=1{2€C|Q(2) =0,Imz =0},

_={ze€C|Q(2) =0,Imz < 0}.
Q Jestlize oo > 0, pak

oo p(x) P(z) ,; P(z) ,;
e dx = 27 resy, ' + i resy, ',
o Q@) 2 2 g
@ Jestlize a < 0, pak
T P(x) P(z) ; P(z) ;
e dg = —27i resy, e'Y —qm resy, ',
. Q)" 2 ) 2 gt

Dikaz: Vynechdvame.
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Obchazeni jednoduchych pdli

Priklad
o

+o0 1
————dx =0.
/_oo x(z?2+1) o

+00 o3
sinx
/ dr = 7.

—00
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Princip argumentu

Véta (Princip argumentu)

At Q C C je jednoduse souvisld oblast a S C ) je kone&nd mnoZina, f je
holomorfni funkce na Q2 \ S a kaZdy bod S je pdlem funkce f. Jestlize
C C Q\ S je kladné& orientovand Jordanova kFivka takovd, Ze f(z) # 0 pro
kaZzdé » € C, pak
1 [ f(z)

2mi Jo f(2)
kde Ny, resp. Py, je pocet (pocitano vEetn& nasobnosti) kofent, resp.
pold, funkce fvInt C.

dZZNf—Pf,

.

Dikaz: Viz prednaska. |
e Ny — Py = %AC arg f, kde Ac arg f je celkovd zména argumentu
f(z), kterd nastane prob&hnutim C' v kladném smé&ru.
o At f(z)=22+zaC={2€C||z| =2} Pak Ny —Pr=2a
Acarg f = 4m.
o Matematicky zdklad pro Nyquistovo kritérium stability.
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